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f. Druchenmullerß über derivkie Lbuen. 



1. 

lieber derivirte Linien. 

(Vom Herrn Oberlehrer Dr. Druckenmütter zu Düsseldorf. ) 



S. 1. 

Weiiu eine algebraische Curve der Art nach bestimmt, der Gröfse und 
Lage uach aber von der Lage eines einzelnen Punctes abhängig ist, so 
werden die Coefficienten ihrer Gleichung gewisse Functionen der Coordipa- 
ten dieses Punctes sein. Wir können also diese Gleichung allgemein durch 

. ,. . 1. F(x,y; x',y') = 

darstellen, wo wir durch x^ y die veränderlichen^ durch x^, y' die bestimnir 
ten Coordinaten eines Punctes bezeichnen. Indem wir x\ y^ in der Glei- 
chung (1.) durch die veränderlichen Coordinaten ersetzen, gelangen wir 

zu der Curve 

2. F{x,y; x,y) = 0, 

welche zu (1.) iu mehren bemerkenswerthen Beziehuogeu steht und durch 
sie vollkommen bestimmt ist. Wir erlaubeu uns, eine schon sonst ge- 
bräuchliche Ausdrucksweise zu verallgemeineru und die Curve (2.) die 
Directrix, denPunct x'y aber den Pol von (1.) zu nennen; die Curve (1.) 
heifse ferner die Derivirte ihres Poles in Bezug auf die Directrix (2.), 
wobei wir durch diese Benennung nur im Allgemeinen die Abhängigkeit der 
liinie (1.) von der Directrix und der Lage ihres Poles bezeichnen wollen. 

X^\x jedem Pole gehören in Bezug auf eine gegebene Directrix un- "' 

endlich viele Derivirte, also zu jeder Directrix unendlich viele Systeme j^ 

von Derivirten; sie sind nicht blofs durch den Grad ihrer Gleichung von 
einander verschieden, sondern für dei^selben Grad der Gleichung (1.) lassen 
sich ihre Constanten auf unendlichfache Weise so wäbleu, dafs man bei der 
V^erwandelung von x', y* in x^ y jedesmal zu derselbenDirectrix gelaugt. 
Gehen wir von einer bestimmten Form der Gleichung (1.) aus, so zeichnet 
sich unter den verschiedene^ I)erivirten, welche demselben Pol und der- 
selben Directrix angehören, eine durch ihren besondern Zusammenhang mic- 
der Linie (1.) aus; wir^nieineu diejenige, deren Gleicl^ung au« (1.) hervur-^ 
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2 /• Uruchenmiiller, über derivirie Utuen. 

geht, indem man x und / mit x^ und y* verwechselt, also für welche 

3. F(x',y} x,y) =Q 
ist. Wir wollen jenen Zusammenhang dadurch hervorheben, dafs wir von 
den beiden Linien (1.) und (8.) jede eine Gegenderivirte des Poles x'y' 
zu der andern nennen. 

fst in Bezug auf x^ y die Gleichung (1.) vom nten und (3.) vom 
piew Grade, so mufs die Directrix ohne alle Ausnahme als eine Linie des 
(n-f/')ten Grades angesehen werden, gesetzt auch, die höchsten Glieder 
nach X und y zerstörten sich, wenn man in (1*} x' und y' in x und y 
äbergeben läfst"^). Ist also die Directrix vom mten Grade, so entspricht 
einer Derivirten der nten Ordnung immer eine Gegenderivirte der {m — fi)ten 
Ordnung» 

Eine besondere Classe von Derivirten bilden die Polaren, wenn w^ir 
diesen Begriff in derjenigen Allgemeinheit auffassen, wie er in meinen 
„ Uebertragnngsprincipien etc." genommen ist, nämlich als die nte Polare 
eines Punctes in Bezug auf eine Directrix 17 =0 diejenige Linie ansehen, 
deren Gleichung aus U = erhallen wird, indem wir die letztere homogen 
machen, dann x, y, z um die Coordinaten des Poles wachsen lassen und 
das Wachsthum der (m — n)ten Ordnung von U gleich setzen. 

Setzen wir beispielsweise m = 2, n=l, so ist die allgemeine 
Form der Gleichung einer Derivirten des Punctes x', y^. 

4- {!^y'\hx'\c)y\{a,y'\h,x'\c,)x\a^y'\h^x'\€^ = 0, 
zu welcher die Linie 

als Directrix und 

6. {ay'\'a,x'A^a^)y\{Jky'\h,x'\h^x\cy'\c,x'\c, = 
als Gegenderivirte gehört. Legen wir als Directrix eine bestimmte Linie 
% des zweiten Grades 



*} Macht man vor dorn bezeichnetes Uebergange die Gleichung (1.) homogen, 

indem man — y -^ statt x ^ y und demgemäTs auch — ^ -— statt x'^ y* in dieselbe 

einfuhrt, dann die Nenner wegschafft, so haben alle Glieder derselben in Bezog auf 
S ^ y , 2 die >tte und in Bezug aof jr% y', z* die pte Dimension, bleiben also, wie 
auch die einzelnen CoefBciedteu derselben beschaffen sein mögen, beim Uebergange von 
x^ y'ß z' ZQ X, y, z vom (n-f'P)teu Grade. Sinkt demnach die Gleichung (%} in Bezug 
auf X und y unter den. (n-f/')ten Grad , so erscheint eine Potens von z in allen übrig- 
bleibenden Gliedern /ils gemeinsamer Factor und die Directrix zerfallt in eine bestimmte 
Curve und in eine einfikche und vielfache gerade Linie^ wAche im Unendlichen liegt. 
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zu Gruude, so gelangen wir zu den Gleichungen (4.) und (6.}, iadem wir 
a = A, a^\b=7B, b, = C, o, }-c = 2/>, 62 + ^1 = 2^, ^2 = F setzen. 
Jede Zerlegung der drei Coöfficienfen 2B, 2D, 2E in je zwei Sum- 
manden fuhrt also zu einem eigenen System von Derivirten und Gegen- 
derivirlen, welche sich alle auf dieselbe Directrix beziehen« In den b^ 
sondern Falle aber, dafs wir ai=^b=^B, a2 = c=D, 4j=^Ci = ß neh- 
men, fallen die beiden Gegeuderivirten in eine einzige Linie 

(^/+Ba?'-f /))y-{-(l?y'-f C'^'+£)a?-f /)/+ JBar'+F = 
zusammen, welche dann nichts Anderes ist ajs die Polare des Punctes x^y' 
in Bezug auf dieselbe f)irectrix. Herr Plücker und Herr Magnus haben 
den gewöhnlichen Begriff der Polare dahin erweitert, daCs sie die Glei- 
chung (1.) als den analytischen Ausdruck und die Definition derselben an- 
sehen, ohne dieselbe im Allgemeinen auf eine Linie zweiten Grades als 
Directrix zu beziehen. Vielleicht werden die vorhergebenden Andeutnageii 
schon hinreichen, besonders wenn man die Einführung höherer Polaren und 
Derivirten anerkennt, die hier aufgestellte Unterordnung der ersten Classe 
von Linien unter die zweite allgemeinere zu rechtfertigen* Es ist meine 
Absicht, in diesem Aufsatze einige Eigenschaften der Derivirten einer 
jeden Ordnung, welche sie mit den Polaren gemein haben, aufzusucbea 
und dieselben für die Derivirten in Bezug auf einen Kegelschnitt als Di- 
rectrix weiter zu verfolgen. 

Wir haben hier unter x und y gewöhnlicbe Punctcoordinaten ver- 
standen und werden der Einfachheit und Kürze halber uns auch im Fol- 
genden hierauf beschränken; doch lassen sich die Formeln, von welchen 
wir ausgehen werden, auch leicht für Liniencoordinaten, so wie för die 
in meinen „ Uebertragnngsprincipien*" vorgeschlagenen und in Anwendung 
gebrachten Kreiscoordinaten ausdeuten. 

g. 2. 

Soll die Derivirte (1.) durch einen bestimmten Punct aß gehen, so 
erhält man zur Bestimmung, ihres Poles die Gleichung # 

7. F(a,3; a?,r) = 0, 
welche vom (m^— n)ten Grade ist; es sind also durch einen Punct uneud^ 
lieh viele Derivirte desselben Systemes möglich. Da aber (7.) in (3.) iSberr 
geht, wenn man in dieser leztern Gleichung y' = a, x^=ß setzt, so 
erkennt man hierin sogleich folgende Sätze: 
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I. Die Pole aller Derivirten desselben Systems, welche durch 
einen Puncl yehen, liefen auf der Gegenderivirten dieses Puncles. 

II. Die Gegenderivirten aller Puncle, welche auf einer Derivir-^ 
fen liegen, gehen durch einen Punct, den Pol dieser Derivirten. 

Soll die Linie (1.) durch zwei gegetiene Puncfe aß und a'ß' ge- 
ben, so mvSs ihr Pol auf den beiden Gegenderivirten dieser Puuete liegen, 
aira einer ihrer {m — n)^ Durchschniüspuncte sein, so wie auch umgekehrt 
alle Derivirten dieser Durchschnittspuncte sowohl durch aß als durch a^ß' 
gehen müssen. Da nun zn jedem Puncte nur eine Derivirte gehört, so folgt: 

III. Durch zwei Puncte lassen sich im Allgetneinen (m^^ny De- 
rhrirfe der nten Ordnung und desselben Systems legen. 

-» Für n = m — 1 wird (tn — w)' = l5 also ist eine Derivirte der 
(ifi~-l)(en Ordnung in einem gegebenen Systeme durch zwei Puncte voll- 
kommen bestimmt und ihr Pol liegt in dem Durchschnitt der beiden geraden 
Liaien, welche jenen Puucten als Gegenderivirte angehören. Nun seien 
A und B zwei beliebige Puncte in der Ebene del* Directrix; ihre (m — l)ten 
Derivirten schneiden sich in (tn — 1)^ reellen oder imaginären Puncteu, de- 
ren Gegenderivirten sowohl durch A als durch B gehen müssen. Da aber 
dicM Gegenderivirten gerade Linien sind, so fallen sie alle in eine einzige 
Richtung zusammen. Man kann also nicht behaupten^ dafs die(rit — n)~ De- 
rtvnrteu, welche in einem bestimmten Systeme nter Ordnung durch zwei 
Puncte gelegt werden können» alle von einander verschieden seien, noch 
auch dafs jeder Derivirren nur ein Pol gehöre; vielmehr erhalten wir in 
Betreff der ersten und (m — l)ten Derivirten folgende allgemeine Sätze: 

IV. Jede gerade Linie kann in Jedem Sgstem der ersten Ord^ 
nmng zu einer Derivirten werden und hat in Bezug au f eine Directrix 
mten Grades {m — 1)^ verschiedene reelle oder imaginäre Pole. 

V. Die {m — \)ten Derivirten aller Puncte einer geraden Linie 
schneiden sich in denselben (»i — \f Puncten, welchen jene gerade Linie 
(äs Gegenderivirte angehört. 

VI. Alle (tn—iyen Derivirten desselben Systems, welche sich in einem 
Puncte schneiden, haben dieselben Durchschnittspuncte , die {m — 1)^ Pole 
derjenigen geraden Linie, welche Jenem ersten Puncte als Gegenderivirte 
angehört *). 

^) Was hier von den Derivirten im Allgemeinen gesagt ist, gilt natürlich ebenso 
von den Polaren der verschiedenen Ordimugeii. Den zuletzt aufgefubrteo Salzen ist 
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S. 3. 

■ 

Wir wollen die Fouctionen F(x,y} x, y\ F{x,y; a?', y% F(x\y^f x,y) 
im Folgenden, wo es angemessen ist, der Kurze halber durch F, F'^ Fi 
bezeichnen. 

Ist für beliebige Werthe von x\ y' 

F' = (p' + Ä.V, 
wo k eine willkürliche Constante , (P^ und \//^ aber Functionen von x,y 
und x% y' sind, so folgt 

worin folgender Satz enthalten ist: 

VII. Wenn die Derivirten desselben Poles in drei verschiedenen 
Systemen gleicher Ordnung dieselben Durchschnittspuncte haben, so schnei^ 
den sich auch die drei Direclricen in dengßlben Puncten, und ein Glei^» 
ches gilt auch für die drei Gegeriderivirten jenes Poles. 

Betrachten wir nach eioander die drei Linien F = 0, F^ = 0, 
i7\ = als Directriceu, so sind die drei ersten Polaren desselben Punctes 
x' y' in Bezug auf sie: 

,(f>+(||OM-(^.) = o, 

WO die verschiedeneu DifferentialcoeflBcieuteu nach den laufeudeu Coordi- 
naten aus den Gleichungen der Directriceh zu nehmeu sind, nachdem u^an 
diese homogen gemacht hat, und durch die Einschliefsung derselben an- 
gedeutet werden soll, dafs nach der Differentiation in ihuen x = x\ y=zy% 
z == z^ = 1 zu setzen ist. Statt aber in F die Veränderlichen x, y, z 
um dx, dy, dz wachsen zu lassen, könueu wir in t^ sowohl Xj y, z 
um dx, dy, dz als x\ y\ z' um dx\ dy\ dz' vermehren, wenn wie hier- 
auf a?=iF', y=zy'^ z = z' setzen; daher ist 

(1^) ^ (|£) .._ (^;) , (|£) ^ d^') 4^ (IL^ , (1^) ^ rm ^ (^\ 

\dy/ ^oyy ' \dyy \dxy \dxy ' ^ox'^ Aös/ \ozy ' ^dz^/ 

aber in meinen „Uebertragungspriucipien N. 167." eine zu groCse Ausdehnung gegeben 
und leider hat dieser Irrthum,. den ich uicht erkannte, weil ich äufserer Umatände we- 
gen das Manuscript zu frühe aus den Händen geben mufste, auch auf einige später 
entwickelte Resultate einirewirkt. 
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Auch hat mau aufäierdera offenbar 

9 (^\ — (dPA (^^'\ — (^Pi\ (^P'\ — (^^^\ 

Dadurch gebt die erste der Gleichungen (8.) in 

'»• 0+(t)}r + {(||)+(^))«+{0+(B! = 

Ober, wodurch folgender Satz erwiesen wird: 

VIII. Wenn man eine beliebige Direcirix und zwei in Bezug 
auf dieselbe genommenen Gegenderimrten eines Poles als neue Direciricen 
annimmt, so gehen die ersten Polaren Jenes Poles in Bezug auf diese 
durch denselben Punct 

Ist m = 2n, so hat die nie Derivirte eines Puuctes mit seiner 
Gegeuderivirten denselben Grad; ferner ist die erste Polare eines Pnnctes 
in Bezug auf eine beliebige Directrix auch seine erste Polare in Bezug 
auf seine nte Polare als Directrix ( vergl. Uebertragungspr. N. 158.). Da- 
her gehen die ersten Polaren desselben Poles, welche man erhält, wenn 
man jene beiden Gegenderivirten und die nte Polare in Bezug auf die 
Directrix 2nten Grades als neue Directricen annimmt, gemafs dem vorigen 
Satze durch denselben Punct. Unter diesen Umständen findet aber der 
Satz YII. Anwendung, woraus folgt: 

IX. Wenn in Bezug auf eine gegebene Directrix zwei Gegen-- 
derivirten eines Punctes von derselben Ordnung sind, so haben sie mit 
seiner Polare dieser Ordnung einerlei Durchschnittspuncte. 

So entsteht die Gleichung der Polare des Punctes ^^'^ io Bezug 
auf die Directrix (5.) nach §• 1«, indem wir die Gleichungen (4.) und (A.), 
welche seinen beideu Gegenderivirten zugehöreu, addiren. Also geht wirk- 
lich die Polare durch den Durchschnittspunct der beiden Gegenderivirten« 
Bekanntlich erhalten wir die vierte Harmonieale zu diesen drei Linien, 
inden\ wir die Gleichungen (4.) und (6.) von einander subtrahiren; ihre 
Gleichung ist also 

(«1 - *) (>-' X - xy) -f - {c - a,) (y - r) + (c, - *,) (x-x') = 0. 
welclie ofenbar durch x = x', >*=>'' befriedigt wird^ d. h. 

X. In Bezug auf eine Directrix zweiten Grades geht die Polare 
eines Punctes mit zwei Gegenderivirten desselben durch einen Punct, und 
die vierte Hat^tnonicale zu diesen drei Linien geht durch ihren gemein^ 
samen Pol. 
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Wegen der CebereiostimmuDg der Gleichung (10.} mit der ersten 
unter den Gleichungen (8.) fallen die durch die letztem dargestellten Li- 
nien in eine einzige Gerade zusammen, sobald dieses für zwei unter ihneu 
der Fall ist. Da sie aber alle drei durch einen Punci gehen, so findet 
dieses für die beiden letztern statt, wenn der Pol x^y^ ein Pund der Linie 

ist, wobei wir durch die veränderte. Form der Parenthesen andeuten, dafs 
in den Diflerentialcoefficienten, wie sie in den Gleichungen (8.) erscheinen, 
die Constanten Coordinaten des Poles durch x, y zu ersetzen sind. Fär 
eine Directrix mten Grades erhält die Gleichung (11.) den 1(jn — l)ten Grad; 
ihre Bildung wird durch Berücksichtigung der Relationen (9.) erleichtert, da 
auN diesen hervorgeht, dafs sie aus der blofsen Gleichung einer von beiden 
Derivirten abgeleitet werden kann. Ist die Directrix der Kegelschnitt (5.), 
so erhält (11.) auch den zweiten Grad und verwandelt sich nach gehö- 
riger Reduction in 

12. a{a,-h)f-y{al-b'yxy^b,{a,-h)x'' 

-|- {0(^4 — Äj) -f «i «2 — *^}y"f {*! (ßi—^)'\- ^1 Ci— 4^2} ^ -f ^2^1 — jo c = 0. 

Da aber die beiden Gegenderivirlen eines jeden Punctes in Bezug auf (5 ) 
selbst vom ersten Grade sind, so fallen die Polaren dieses Punctes in Bezug 
auf sie mit ihnen selbst zusammen"^); daher ist die Linie (12.) der geo- 
metrische Ort aller Puncte, deren beide Derivirten mit einander und mit 
ihrer Polare in Bezug auf dieselbe Directrix (5.) einerlei sind. Die 
Linie (12.) ist aber, erstens, wie man sogleich erkennt, mit (5.) ähnlich 
und ähnlich liegend. Verlegt man, zweitens, den Anfangspunct der Coor- 
dinaten in das Centrum der Directrix, so ändern sich dadurch die Constan- 
ten der Gleichung (5.) dergestalt, dafs die Coefficienlen von y und x ver- 
schwinden; und da die Gleichung (12.) immer auf dieselbe Weise aus (5.) 
abgeleitet wird, so verschwindet als Folge davon auch das letzte Glied 



^) Man mab wohl beachten, dafs jede dieser Gegenderivirlen eine absolute Linie 
ersten Grades und nicht aus einer Linie zweiten Grades degenerirt ist. £ino gerade 
Linie der letztem Art tritt in ihrem Zusammenhang mit andern Theilen einer Figur 
immer noch als eine Linie zweiten Grades auf, und zur Bestimmung der Polare eines 
Punctes in Bezug auf sie muis man wieder unterscheiden, ob zwei gerade Linien in 
ihr zusammengefallen sind, oder ob die eine in^s Unendliche übergetreten ist Nur im 
letztem Falle gilt die PonceleVBdhe Bestimmung, dafs die Polare eines Punctes in 
Bezug auf eine solche gerade Linie mit ihr parallel und von ihr eben so weit entfernt 
ist als der PoL Vergl. Uebertragungspr. N. 157. 
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in ihr. Also geht die Linie (12.) jedesmal durch das Centram der Di- 
rectrix. Ferner ist sie von c, unabhängig, also unveränderlich für alle 
Directricen , welche mit einander ähnlich und ähnlichliegend sind und das- 
selbe Centrum haben. 

Im Allgemeinen machen die beiden letzten der Linien (8.) mit der 
ersten verschiedene Winkel, deren Tangeuten für rechtwinklige Coordina- 
len, welche wir der Einfachheit wegen hier voraussetzen wollen, die 
eine durch 

(if)-+0"+(if)(f)-h(i?)(ii^)' . 

die audefe durch 

(dF'\(BF,\ _ (dF'\(d¥,\ 
\öy Adx J \dx J\By ) 



\b^)^\dx) '^\dy/\dy)'^\bx)\bx) 

ausgedrückt sind. Beide Wertke stimmen mit einander fiberein für solche 
Pole, welche auf der Linie 

«3. [|fT+[lll-=[lf]-+lll']' 

die, wie (U.)? vom 2(m — l)(en Grade ist, liegen. Für die Directrix (5.) 
kommen wir zu der Gleichung 

Auch diese Linie geht durch das Centrum der Directrix und ist unverän- 
derlich für alle Directricen, weiche mit einander ähnlich und äbnllchliegend 
sind und dasselbe Centrum haben. Ferner erkennt man aus der Znsani- 
menselzung ihrer Gleichung, dafs sie eine gleichseitige Hyperbel ist, dereu 
Asvmptoteu mit den Achw«^eu der Directrix parallel sind. Da die Linien (8.) 
in diesem Falle, wie schon bemerkt, die Polare und die beiden Gegen- 
derivirteii des Punctes a?'y'.sind, so ist (14.) der geometrische Ort aller 
Puncte, deren Polare den von den beiden Gegenderivirten gebildeten Win- 
kel halbirt. 

Es kann geschehen, dafs die eine oder die andere de; Gleichun- 
»-en (110 und (13.) eine Identität wird, da(s also die -durch sie au>ge- 
drüekte Eigenschaft allen Puncten des Coordinatenfeldes zukommt. Wir 
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woUeu die ErmUteiuog der Bedingungen, unter welchen das Eine oder 
das Andere staUfindet, hier bei Seite lassen; für eine Directrix zweiten 
Grades kommt man auf beiden Wegen, wie auch vorauszusehen ist, zu 
dem Resultate, dafs die beiden Gegenderivirten eines Pnnctes mit seiner 
Polare identisch sein müssen, aber aufserdem für jede der betreffenden 
Gleichungen (12.) und (14.) noch zu bemerkenswerthen Besonderheiten, 
die man leicht entdecken wird. 

8-4. 

Die Gleichungen F=0, F' = sind entweder beide zugleich für 
x = x^, y = y' erfüllt, oder diese Werthe passen in keine von ihnen. 
Hierin sind folgende zwei Sätze enthalten: 

XI. Alle Derivirten eines Punctes der Directrix gehen durch die-- 
sen Punct. 

XII. Wenn ein Pol auf seiner Derivirten liegt, so ist er zugleich 
auch ein Punct der Directrix. 

Ist die Directrix vom zweiten Grade und A ejn Punct derselben, 
so wird die Derivirte von A eine gerade Linie, welche durch A geht, 
aber aufserdem die Directrix im Allgemeinen noch in einem Puncto B 
schneidet. Nun geht die Gegenderivirte von B erstens wieder durch B, 
weil B ein Punct der Directrix ist, und da ihr Pol auf der Derivirten von ^*^ 

A liegt, nach II. auch durch ^; sie ist also die Linie AB selbst. / 

XIII. Wenn eine Seennte an eine Directrix zweiten Grades die 
Derivirte eines ihrer DurchscAnittspuncte mit der Directrix ist, so ht 
sie zugleich die Gegenderivirte des andern Durchschnittspunctes. 

Diejenigen Derivirten, welche ihren Pol auf der Directrix haben, 
sind also hierdurch auf eigenthfimlicbe Weise characterisirt. Denken wir 
uns durch einen Punct P alle möglitbeu Derivirten eines gewissen System^ 
der itteu Ordnung gelegt, so haben diese nach I. ihre Pole auf der Gegen- 
derivirten von P. Diejenigen unter diesen Polen, welche zugleich auf der 
Directrix liegen sollen, sind also unter der m{m — n) Durcbscbnittspuncten 
der Directrix und der Gegenderivirten von P zu suchen; so wie auch um- 
gekehrt die Derivirten aller jener DurchschJbittspancte nach II. durch P 
gehen müssen. Also lassen sich durch* einen Punct an eine Directrix mten 
Grades m(tn — n) Derivirten der nten Ordnung und desselben Systems legen, 
deren Pole auf ihnen selbst liegen. ^ 

Crelle^s Journal f. ü. M. Bd. XXYI. Heft 1. 8 
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Nun seien PA, PA^ die beiden Derivirten, welche mau aus dem 
Ponete P an eine Directrix zweiten Grades legen kann, so dafs ibre Pole 
A, A' auf der Directrix liegen: dann ist AA' die Gegenden virte von P. 
Schneidet aber PA die Directrix anfserdem in B und PA' in B\ so sind 
diese beiden Graden nach XIIL auch die Gegenderivirten von B und B'^ 
also wird BB' die Derivirte von P sein. 

XIV. Die vier Puncte, in welchen die Derivirte und die Gegen-- 
derivirte desselben Punctes in Bezug auf eine Directrix zweiten Grades 
diese schneiden, liegen mit dem gemeinschaflltchen Pole zwei und zwei in 
gerader Linie f und diese beiden geraden Linien haben, nach einander als 
Derivirte und Gegenderivirte betrachtet^ ihre Pole in ihren Durchschnitts^ 
puncten mit der Directrix. 

Da das Viereck AA'BB' in die Directrix beschrieben ist, iso werden 
die Seiten desselben und die Directrix von jeder Transversalen In solchen 
sechs Puncten geschnitten, welche eine Involution bilden. In dem Pole P 
fallen zwei dieser Durchschnittspuncte zusammen. Hieraus folgt: 

XV. Wenn man aus einem Puncte P eine beliebige Tf^ahsversale 
an eine Directrix zweiten Grades legt, welche diese in den Puncten C, O 
und die beiden Gegenderivirten von P in den Puncten D, D' schneidet, 

^ so steht P mit diesen vier Durchschniltspuncten in einer Involution von 

- 1 fünf Puncten, so dafs nuni hat: 

* CD . CD' _ ÜD.OD' DC.D'C ^ D'C.D'C/ 

CFT- — (fpt 9 ~DP» D'P^ ' 

PC.PD.OD' =^ PC'.PD'.CD, PC.PD'.DO ^ PD.PC'.CD'. 

Geht die Transversale durcb den Punbt O, in welchem sich die 
beiden Gegenderivirten von P schneiden, so fallen auch D und D' in ei- 
nen Pnnct zusammen^ die Linie CQ wird also von den beiden Puncten P 
lind O harmonisch getheilt; was damit Hbereinstimmt^ dafs die Polare von 
P durch den Punct O gehen n^ufs. 

Die Polaren aller Ordnungen sind dadurcli ausgezeichnet, dafs sie^ 
wenn ihr Pol auf dör Directrix liegt, diese j^ogleich berdhren. (Ueber- 
tragungspr. N. 170.) FOr eine andere Derivirte ist dieses dann der Fall, 
' wenn die Coordinateu ihres Poles zugleich in die Gleichung (11.) passen. 

Denn erstens schneidet sich dann nach XI. die Derivirte mit ihrer Gegen- 
derivirten auf der Directrix in demjenigen Puncte, der beiden als Pol an- 
gehört; zweitens fallen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug 
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auf jene dreiLinieo in eiue Gerade zusammen, und da jede von Urnen ihre 
Direetrix beröbren mufs, so findet zwischen den beiden Gegenden virten 
und der Dire.c(rix ebenfalls Berührung statt; d. h. 

XVI. Wenn zwei Gegenderivirte eines Punctes der Direetrix ein^ 
ander berühren, so berühren sie auch die Direetrix. 

Da für eine Direetrix f/tten Grades die Linie (11.) im Allgemeinen 
vom 2(iii — l)ten Grade ist, so folgt ferner: 

XVil. Auf einer Direetrix mten Grades existiren 2(m — l)m Puncte, 
deren zwei Gegenderivirte die Direetrix berühren. 

Diese 2m(m — 1) Puncte wechseln aber ihre Lage auf derselben 
Direetrix mit dem System der Derivirten. Fär die Direetrix (6.) liegen 
sie in dem Durchschnitt derselben mit der Linie (120; und da die Glei- 
chungen dieser beiden Linien sich zu einer Gleichung ersten Grades ver- 
binden lassen^ so fallen zwei von ihren vier Durchschnittspuncten in's 
Unendliche und die beiden andern liegen auf der gemeinschaftlichen Sehne 
jener beiden Linien. Diese ist für alle Dnrectricen, welche ähnlich und 
ähnlichliegend sind und dasselbe Centrura haben, unveränderlich. Legt nmn 
durch ilie beiden Puncte, in w^elchen sie eine Direetrix schneidet,. Tangenten 
an die letztere, so ist jede derselben zugleich Derlvirte, Gegenderivirte 
und Polare des Beröbrungspunctes. Beide Tangenten müssen also durch 
den Pol der gemeinschaftlichen Sehne gehen , wenn man diese nach ein- 
ander als Gegenderivirte, Derivirte und P4>lare betrachtet, so dafs die ge- 
meinschaftliche Sehne in dieser dreifachen Eigenschaft denselben Pol hat. 
Da nun die Polare des Durchschnittspunctes d,er beiden TangenteS, der, 
auch wedn diese imaginär werden^ reell bleibt, mit seipen beiden Derivirten 
zusammenfällt, so ist er selbst ein Punct der Linie (12.) 

Die Verbindung der Gleichung ( 13.). mit ( 2.) föhrt ebenso zu fol- 
gender Bestimmung: 

XVI II. Auf einer Direetrix mten Grades existiren im Allgemeinen 
2m (m — 1) Puncte, deren zwei GegendSrivirten die Direetrix unter gleichen 
Winkeln schneiden. 

Ist (^(x,y) eine beliebige algebraische ganze .Fuuction yon^ und 
y, so wird bekanntlich der Ausdruck ^(a^\ y') geometrisch dargestellt durch 
das Product der Segmente,' welche auf einer .durcli denf^upGt^.^r^y'ifge- 
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legten geraden Linie zwischen diesem Puncle und ihren einzelnen Durch- 
schuittspuncten mit der Cur ve (P(^^y) = enthalten sind, noch muUiplicirt 
mit einem Factor, welcher constant bleibt für alle Puncte des Coordinaten- 
feldes, welche man an die Stelle von x'y' treten lassen mag, so lange 
sich die Richtung der durch x'y gelegten geradeq Linie nicht ändert. Ist 
P der Punct x'y' und / die Linie (P(ar^y) = 0, so ist nach der in den 
Uebertragungsprincipieu gewählten Bezeichnung jenes Segmentenproduct 
durch {PI) dargestellt und heifst die Applicate des Punctes P nach (, 
wobei die Richtung der aus P 2m l gelegten Applicatenlinie als bekannt 
vorausgesetzt wird. 

Hiernach hat der Ausdruck 

eine zweifache geometrische Interpretation ; er ist erstens die Applicate des 
Punctes x^y^ nach der Derlvirten von x'y*^ und zweitens die Applicate 
von x'y' nach der Gegenden virten von x^y^^ jede Applicate noch ver- 
bunden mit einem von der Richtung der Applicatenlinie abhängigen con- 
stanten .Factor. Sind daher ^^ und B zwei Puncte mit' den Coordiuaten 
x'y' und x"y"^ deren üerivirten wir kurz durch a und b bezeichnen: sind 
ferner C und D zwei andere Puncte mit den Coordiuaten x^y^ und ar^y^? 
welchen die Linien c und d als Gegenden virte zugehören, so hat man 

F(ar„ y,; x', /) = K{Ac) = (i(Ca)y 
F{x,, yr, ^', yy^ Kt(Bc) = (x,(Cft), 
*Xari , y^ x'y y')^K (Ad) = v^ {Da\ 

F(^2, r.; ^'S yo = K{B4) = fi,(Db); 

wo die verschiedenen K und ul constante Gröfsen sind. Nehmen wir die 
nach derselben Curve gelegten Applicatenlinien parallel, so ist K ^=7^1, 
>^j = 7^3, jx = jtÄ2, |üLi =^ fita, und es folgt aus den vorhergehenden Gleichun- 
gen die Relation 

. U£> , (Bei _ {Ca)_ . (Da) 

*^- (Ad) • {Bd) ~ {CO) 'Wi)' 

welche hier eine umfassendere Bedeutung als bei den Polaren gewinnt. 
Die Bedingung, dafs die nach derselben Curve gelegten Applicatenlinien 
parallel sein sollen, wird jedesmal erfälit, wenn mau die nach c und d 
gelegten auf der Geraden AB, und die nach a und b gelegten auf CD 
annimmt, alsö^ wenn ^^ B, C, D in gerader Linie liegen, alle vier auf 
die^r Geradeif. Wir beschränken uns auf dieses eine Beispiel, um daran 
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nachzuweisen, wie solcb&'inetrische Relationen bei Derivirten einer höhern 
Ordnung zu behandeln sind. Ist die Directrix vom zweiten Grade, so wer- 
den die oben Yorkommenden Applicaten zu einzelnen begrenzten geraden Li- 
nien, und wir gelangen dann durch (15.) zu den bekannten, in der Theorie 
der geradlinigen Polaren vorkommenden metrischen Beziehungen. Auf ihnen 
beruht zugleich die geometrische Construction der Derivirten von der Gat- 
tung (4.) zu jedem gegebenen Puncte, wenn vier Puncto, wovon nicht 
drei in gerader Linie liegen, und die zugehörigen Derivirten dieses Systemsü 
gegeben sind. (Vergl. Magnus , Aufg. und Lehrs. etc. L $. 19.) Ist die 
Directrix gegeben, so ist das System (4.) vollkommen bestimmt, wenn man 
einen Punct mit der zugehörigen Derivirten kennt und entweder die Rich- 
tung der Derivirten eines zweiten Punctes, oder einen Punct, durch welchen 
sie gehen soll. 

Ruckt der 9^ x'y' in einer bestimmten Richtung y-|-aa:^ = Ü iu*s 
Unendliche, so bleiben in der Gleichung (1.) nur diejenigen Glieder be- 
steben, welche in Bezug auf x' und y vom nten Grade sind, und es mufs 

in ihr -^=r— a gesetzt werden. Die Linie, welche durch die so modi- 

«r 

ficirte Gleichung dargestellt wird, ist anzusehen als die nte Derivirte des- 
jenigen Punctes, in welchem. sich alle mit y--{-aJ^ = parallele jgerade 
Linien schneiden; wir nennen sie die dieser Richtung confugirten Derivirten. 
Die Gegpnderivirten aller Puncte einer solchen Linie gehen nach II. durch 
den Pol der letztern, verlieren sich also in derjenigen Richtung, welcher 
die Derivirte conjugirt ist, in's Unendliche. 

Da alle Puncte des Unendlichen als derselben geraden Linie an- 
gehörig betrachtet werden müssen, so bilden sie in Bezug auf ein System 
von Derivirten der (tn — i)ten Ordnung eine Gegenden vir(e. Daraus folgt 
aber gemäfs VI. folgender Satz: 

XIX. Alle coK^ugirten Derivirten eines Systems (tn — l)ter Ord- 
nvng schneiden sich in denselben Puncten. 

Wir kommen zu demselben Resultate auch direct durch folgende 
Betrachtung. 

Die Gleichung einer Derivirten (m — l)ter Ordnung hat die Form 

16. /.(p(ar,y) + a?^(p,(a?,y) + (p,(aT,y) = 0, 
^^ ^f ^19 ^j ^Irei beliebige Functionen (m-— i)ten Grades sind: folglich 
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ist die der Richtaog y4~^^^===0 coDJogirte Derivirte dieses Systems 

Welche Werthe wir aber aoch a beilegen mögen , um dadurch za den 

verschiedenen conjagirten Derivirten des Systems (16.) Überzogehen, so 

geht die Linie (17.) doch immer durch die (m — 1)^ Durchschnittspuncte der 

beiden Linien 

?>(^.r) = und (Pi(a?,y) = 0, 

welche den beiden Richtungen x=^X) und y*:=0 als conjugirte Derivirte 
entsprechen. Es sei ferner x*'y'' einer jener Durchschnittspuncte, so ist 
seine Gegenderivirte gemäfs (16.) offenbar 

?>.(^^/') = 0, 
welche Gleichung, da sie die fortlaufenden Coordinaten gar nicht mehr 
enthält, eine im Unendlichen liegende Gerade darstellt. 

Auf andere Derivirte als die (m — l)ter Ordnung kann der Satz XfX. 
nicht ausgedehnt werden; denn wenn auch die Puncto des Unendlichen 
eben sowohl einer vielfachen als einer einfachen geraden Linie angehö* 
ren, also auf einem Orte beliebigen nten Grades liegend angesehen wer- 
den können , so kann doch nicht jeder Ort nten Grades zu einer Derivir- 
ten werden, wie dies für jede gerade Linie der Fall ist, sondern für 
einen höhern Werth von n als 1 bilden die Derivirten eine eigenthumliche 
Classe von Curven und können im, Allgemeiifeu nicht in vielfache gerade 

Linien äbergehen. 

* • . ' 

8. 7. 

Für 111=: 2, n = l werden die conjugirten Derivirten diejenigen 
geraden Linien, welche Hr. Magnus in seiner Polarentheorie Durchmesser 
des Systems genannt hat. Nach S« 6« liegen die Pole aller geraden Linien, 
welche einander parallel sind, auf dem dieser Richtung conjugirten Dureh- 
messer; ferner erhalten wir aus XIX. hier insbesondere: 

XX. Alle Durchmesser desselben Derivirten ^ Systems y in Bezug 
auf fine Directrix zweiten Grades, gehen durch einen und denselben 
Punct, oder sie sind mit einander parallel. 

In der That ist die Analogie zwischen den conjugirten Durchmessern 
eines solchen Derivirten -Systems und denen eines Kegelschnittes gröfser, 
als es auf den ersten Blick scheinen möchte. Wir wollen sie etwas weiter 
verfolgen und nennen, wieder mit Hrn. Magnus y den Punct, in welchem 
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sieb die Durchmesser eines Systems schneiden, den Mittelpunct di^sselben. 
Nehmen wir in der Gleichung 

18. y-|~aa?-f ß = . • 
OL constatit, ß aber veränderlich an, so stellt sie ein System vor parallelen 
geraden Linien dar, welchen in dem System (4.) der Durchmesser 

« 
und in dem System der Gegenderivirten (6.) der Durchmesser 

20. a(«y-f Jj?4 c)~(^i>'H^*i^4^i) == 
conjugirt ist. JBndlich erbalt man in dem Polaren - System , welches der 
Directrix (5.) entspricht, für den derselben Richtung conjugirten Durch- 
messer: 

Dieses ist zugleich ein Durchmesser der Directrix, so dafs sowohl der 
Mittelpunct, als auch die conjugirten Durchmesser defr Directrix demjenigen 
besonderen Falle zugehören, wo die Derivirte (40 mit der Gegenderivirten 
(6.) zusammenfällt und beide iu die Polare übergehen. Dieser Zusammen- 
hang bestätigt sich in allen späteren Consequenzen. Gemäfs seiner Glei- 
chung geht der Durchmesser (21.) mit (19 ) und (20.) durch denselben Punct ; 
was auch aus X. folgt, da diese drei Linien die beiden Gegenderivirten 
und die Polaren desselben im Unendlichen auf der Richtung (17.) liegenden 
Punctes sind. Zieht man ferner durch den Durchschnittspunct jener drei 
Linien eine vierte mit (17.) parallel, so sind diese vier Linien Harmonicalen, 
so dafs (81.) nicht blofs jede der Richtung (18.) parallele Chorde der Di- 
rectrix, sondern auch das zwischen (19.) und (20.) enthaltene StOck der- 
selben halbirt. 

Unter den Parallelen, welche durch die Gleichung (17.) für ein 
veränderliches b ausgedruckt sind, kommen zwei vor, die, als Derivirte be- 
trachtet, ihren Pol iu einem ihrer Durchschnittspuncte mit der Directrix haben. 
Der Durchmesser (20.). ist aber die Gegenden virte des im Unendlichen lie- 
genden Punctes , in welchem die beiden Derivirteu sich schneiden und geht 
also durch die beiden Pole der letztem. Beachten wir dabei, dafs dieselben 
Parallelen nach XIIL auch die Gegenderivirten der beiden andern Puncto 
sind, in welchen sie der Directrix begegnen, dafs also der Durchmesser (19.) 
auch durch diese beiden Puncte geben mufs, so können wir dieses Resultat 
in folgendem Satze aussprechen: 
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XXI. Wenn zwei parallele gerade Linien als Jferimrte desselben 
Systems in Bezug auf eine Directrix zweiten Grades ihre Pole auf der 
Directrix selbst haben, so geht der ihrer Richtung conjugirte Durch- 
messer dieses Systems durch die beiden andern, Puncte, in welchen sie 
die Directrix schneiden. 

Dieser bemerkeuswerlhe Salz eutbält eine Verallgemeinerung der 
bekannten Eigenschaft eines jeden Kegelschnittes, wonach ein Durchmesser 
desselben die Berubrungspuncte der seinerii conjugirten Durchmesser paral- 
lelen Tangenten verbindet. 

Setzt man die beiden Theile einer jeden der Oleicbüogen (19.), 
(20.), (21.) für sich gleich 0; mit andern Worten: nimmt man einmal a =0, 
dann a = oc , so bestimmen sich dadurch diejenigen Durchmesser eines jeden 
Systems, welche der Richtung der beiden Coordinaten- Achsen conjugirt 
sind, und in ihrem Durchschnitte das Centruni desselbeü Systems. Diese 
drei Gentra werden im Allgemeinen von einander verschieden sein; aus 
der Form der bestimmenden Gleichungen aber folgt: 

XXII. Wenn die Mittelpuncte zweier Systeme W)n Gegenderivirten 
in B^zug auf eine Directrix zweiten Grades zusammenfallen, so liegen 
beide auch im Centrum der Directrix. 

Ist 

^ == *L oder a,b = ab,, 

so werden in dem System (19.) die beiden den ftiqhtungen der Coordi- 
nateu- Achsen conjugirten Durcbmeisser mit einander parallel und der Mittel- 
punct des Systems liegt im Unendlichen. Eine Polge davon ist, dafs alle 
durch (19.) dargestellten Durchmesser dieselbe Richtung haben; wir können 
das System ein parabolisches nennen. Aus der Form der Gleichung (20.) 
folgt aber dann : 

XXIII. Wenn ein System von Deritirten in Bezug auf eine 
Directrix zweiten Grades ein parabolisches ist, so hat das System der 
Gegetidericirten dieselbe Eigenschaft. 

Denken wir uns die drei Gleichungen (19.), (20.) 9 (21*) auf die 
Form der Gleichung (18.) gebracht und dann die Coelfficienten von x in 
ihnen der Reihe nach durch o&i, 029 a^ bezeichnet, so ist: 

a^a — h^ ftg — 6i (g|-f-*)<*— ^^1 
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Lassen wir die Gerade (18.) oacb einander durch die Mittelpaocte 
4er Systeme (19.), (20«), (21.) geben, so wird sie selbst zum Durcbmesser 
dieser Systeme. Durcb Umwandlung der vorbergebenden Formeln erbaltea 
wir also als Bedingung, damit zwei Durcbmesser desselben Systems con«' 
jugirt seien, die Gleichungen 

Inaai — (J Äi-f «ia)+*i = ^> 
flaoj — («itti-f-Ä«)-}-*! = 0, 
aaaj — i(£ii-f-*)(a-f Oj) +*i = 0, 
wovon die letztere die bekannte Relation ist, durch welche die Richtun- 
gen zweier conjugirten Durchmesser der Directrix (5.) von einander ab- 
hängig sind. 

Für die Linien zweiten Grades können wir den Begriff einer 
Asymptote allgemein dahin definiren, dafs sie ein Durchmesser sei, welcher 
mit seinem conjugirten Durchmesser zusammenfällt. In dieser Auffassung 
läfst er sich unmittelbar auch auf Linien zweiten Grades in andern Coor- 
dinaten - Systemen als denen des Punctes äbertrageu, wie ich in den „lieber- 
tragungspr. '^ nachgewiesen habe, und besteht auch für die beiden Derivirteo- 
Systeme (4.) und (6.) allgemein. Indem wir in den Gleichungen (28.) 
a, = a, a2 = a, az = (i setzen, gehen alle drei in 

über, d. b. 

XXIV. Jedes System von Derioirtefi in Bezug auf eine Direclrix 
zweiten Grades hat zwei Asymptoten, welche mit den Asymptoten der 
Directrix parallel sind. 

Ebenso hat jedes solche System von Derivirten, gleichwie die Di- 
rectrix, zwei conjugirte Durchmesser, welche aufeinander senkrecht stehen. 
In der Unterstellung, dafs die Coordinaten rechtwinklig seien, erhalten wir 
zur Bestimmung ihrer Richtung aus (22.) die Gleichungen 

flia'-|-(«i — *)a — Ä = 0, 

(a,'\'b)a''\'7{a, — b)ct — {a,~\-b) = 0. 

Wir mässen nach der hier durchgeführten Auffassungsweise die beiden 
aufeinander senkrechten conjugirten Durchmesser eines Derivirten -Systems 
seine Achsen nennen, wobei wieder die Achsen der Directrix dem Polaren- 
System angehören. 

CT«n«*s JouAftl i; d. M . Bd. XXVL Heft 1. 3 
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% & 
X0ck aerkwirdi^er «dient es wam^ dsCi sich saeb ttt 
m jedem SrMem tiw Deririrtea ia BcEmg saf eise Direeirix xweüea Gra* 
dies wiederiadea, aad daCi die Breaapaacte der P acctoix seihtC, gleichwie 
flbre DarchsKsser aad ihr MiiielpaacL sich aar aaf dea hesaadera FaD 
xiehea, wo die allgeaMaea Deririrtea ia Pohrea ihergehea. üa ia 
Lal cis a ch aag eiazatretea, rerweisea wir aaf %. 4. aarack« Diejeaige Bofle, 
welche ia eiseai Sratesi voa Polarea eiae Taageale aa £e Directrix 
i^mIi, gehl ia allgeaeifierer Aaflassaag aaf jede Deririrte aher, welche 
ihfea Pol aaf der Diredrlx haL Be^tiauaea wir daher 
Föns der Wertbe too m aad m seia aa&y wena der Pol der 

53. y-^mx~m = 

ia deai HjMem (4.) aaf (a.) lieg^ea soIL Daait aher (S3L} n (4.) 
Bials der Pol x^>^ dieser Liaie ia die Gletchaagea 







* ' ^ ' ' .t^ 



fMtmeBj aas deaea auui durch Klisüaalioo aach gdiöriger 

^ («*i— ai*ya+v«2*— a*2)»Tat*i— at*i * 

erhalt. Wir wollen diese beiJea Aasdräcke der Kurze halber darch 



darKleUeu. Damit al»o der Pol der Linie (S3.) sof der Directrix Ite^e, 
flrtlsseo die ebeo erballeaeo Wertbe von >^ aod x'^ für y and x ged^etsu, 
die Gleicbong (5.) erfüllen. Die Aosfohning einer solchen Sahst itofron ist 
aber keineswegs ^o Terwickelt, als es auf den ersten Blick scheinen mag. 
In meinen y,Ueberiragangspr.^ ist nacbgewiesen , dafs sie selbst fnr Glei- 
cbongen eines beliebigen Grades anf einige wenige Differential ionen anruck- 
gebracht werden kann nud dafs sie für eine Gleicbong zweiten Grades 
nur eine einzige Differentiation erfordert. Indem man dieses Verfaiiren 
aaf (5.) anwendet, kommt man zo einer Gleichung zweiten Grades zwi- 
schen m und n, welche wir durch 

«4. Jii^4-2Bf«n + Cm' f 2l>a-f 3«« |-F = 

darstellen, wo 
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C = €iß^+*,ß,'4.c,3,^+(Ä,^*)ßß, + (ii,.[-c)0ß,.K*,+r,)3iß., 
^^ = «7N-^7i*-h^2 72+(«i-f*)y7i + (ö24-^)y724-(*2-f 07*72. 

4-{(«2i-^)a4(*2 + c0ai4-2c,a,}ß„ 
2X>=: {2aa + (a, + *)ai4-(fl, + c)c^}7+{Ca, + *)a + 2*,a, + (*,+6-0a,}7, 

2£ -: {2«ß-f (fl,+*)ßi + («2 + c)ß,}7J-{(fl, + 6)ß+2*,ß, + (Ä,4-c,ß,}7, 

+ {(a, + ^)3 + (*2 + cJß, + 2c,ß,)7, 

gesetzt ist. Betrachten wir rn and n als Coordinaten einer geraden Linie, 
60 sagt die Gleichung (24.), dafs die Derivirteu des Systems (4.), welche 
ihre Pole auf der Directrix haben, eine Linie zweiter Classe umhüllen; 
sie haben also zu dieser dieselbe Beziehung wie die Polaren der verschie- 
denen Puncte der Directrix zu der letztern. Hiermit ist unsere Frage in 
der That vollständig entschieden; man wird die Brennpuncte des Kegel- 
schnittes (24.) auch als Brennpuncte des Systems (4.) gelten lassen müs- 
sen, weil sie von den Derivirten, die ihren Pol auf der Directrix haben, 
ganz in derselben Abhängigkeit stehen, wie die Brennpuncte der Directrix 
zu ihren Tangenten. Wir wollen indessen tiefer auf diese Untersuchung 
eingehen, um die Natur der Brennpuncte eines Derivirten -Systems in ihrer 
ganzen Allgemeinheit zu erkennen, und wollen die Ausdrücke für ihre 
Coordinaten, wodurch dann als besonderer Fall auch die Brennpuncte der 
Directrix ermittelt werden, zu entwickeln suchen. 

Ein Brennpunct eines Kegelschnittes ist analytisch dadurch charac- 
terisirt, dafs jede durch denselben gelegte gerade Linie mit imaginärer 
Richtung eine Tangente au den Kegelschnitt wird ^^. Indem wir uns also 
zu der oben angedeuteten Abstraetion erheben, müssen wir den Begriff 
eines orenupunctes in einem beliebigen Derivirten -System in Bezug auf eine 
Directrix zweiten Grades dahin definiren, dafs jede durch denselben gelegte 
gerade Linie mit imaginärer Richtung ihren Pol auf der Directrix hat. 

Lassen wir die Linie (23.) durch einen bestimmten Punct x" y'* ge- 
hen, so wird 11 = — y'' — mx" und die Gleichung (24.) liefert zwei hierher- 
gebörige Werlhe von tn. Die Curve (24.) scheidet das Coordiuateufeld 
10 j^wei R^ume; jedem Puncte des einen Raumes, den man sich aufserhalb 



«) Vergl. Plücker, Anal* Entw. 11.^ A7& und System der anal. Geom. 128. 
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einer der DurcbäichiiUtfirpuucte der beiden Linien 

— 2(Äcos2a)-|-Z>co8co)a?-f Ccos2co-f2£cosw4-F=r=0, 
Acp9{ßi.x^'\-Axy — By — (2Äcosa)-f /^jar-fCcoscü-j-JB = 
sein mufs;. Zur Aaflösung dieser beiden Gleicbuugeu mufs nnterscbiedeu 
werden, ob A gleicb ist, oder nicht. 

Vienvi A nicht verschwindet, so lassen sich die beiden Gleicbun«- 
gen (2CO9 indem wir in der letzlern den weggelassenen Faclor sino) resti«*- 
tuiren und 

Ay'-D'\'{Ax — B)eosia {Ax — i?)8inft) 

ri ~ Ja ' ^' — VA ' 

M = {(Ä^-^C)cos2a)+/>'— ^F+2(llö-i<E)co8w}^, 

iV= {i(Ä^ — ^C)sin2a)+(Ä/>-.iß)sinoü}-^ 
setzen, auf die Form 

bringen und liefern demnach 

wo aus den vorkommenden Doppelzeicben diejenigen Zeichen zusammen- 
zunehmen sind, welche in yi und x^ die nämliche Stellung einnehmen. Um 

endlich von y^ und Xi zu y und x zurückzukehren, hat mah die Formelii 

» 

^ VA V-^taugo; • ^ ' VABxnif}^^ A^ 

Aus der Form der Werlhe von y^ und x^ geht hervor, dafs immer zwei 

der erhaltenen Auflösungen reell und zwei imaginär sind. 

Ist dagegen J[ = (), so stellt bekanntlich die Gleichung (84.) eine 

Parabel dar, und das Derivirten- System ist selbst eiii parabolisches. Unter 

dieser Annahme sinken aber die Gleichungen (26.) auf den ersten Grad 

und liefern fär y und x nur ein Paar endliche Wertfae, nämlich 

_ 2i?(Fco8ü»+E)H-I>(F— (7) ^ 2D{Cco^(a-\-E)^B{ F^C) 

^ 2{B^^2BD eos4a+D^) ' 2(B^+2BDco&io + D^) ' 

die drei andern Auflösungen werden unendlich« Hierdurch kommen wir 

schliefslich zu folgendem Satze: 

XXV* Jedes Systern von Derivirlen, in Bezug auf eiue Dlrecirix 

zweiten Grades^ hat vier Brennpuncte, wovon imuier zwei reell und zwei 

imaginär sind. In einem paraboliscAen Systeme liegen die beiden imagi'- 

nuren und einer der reellen Brennpuncte im Unendlichen. 
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Terschwindet Setzen wir den Zähler gleich 0^ so kommen wir zu der 
Bedingung 

3'-^oü = Oy ^=1; m = CO80Ü — y^ — l.sino). 
Um hiernach z zu beslimmen, sei 2s=:ti-}-uy — 1; dann roufs abo 

.^2*i/-i _ ^-f (cos ti-f]/—l, Sinti) = 

sein. Dies erfordert aber offenbar, da u und u reelle Gröfseu sind, ^~^ =: 0, 
also u=^co^ wobei ti ganz beliebig bleibt. Za einem gleichbedeutendea 
Resultate fährt uns die zweite Annahme, dafs der Nenner von e^*^^^ gleich 
werden soll, woraus nämlich folgt: 

$ — cd=0, ^=1^ «I = cosco-fy — l.sinca; 

6^" (cos ti -{- y — l.jsiuti) = oo. 
Denn die fetzte Gleichung erfordert, dafs v = — oo werde, wobei wieder 
u beliebig bleibt. Daher kann der Winkel, welcheui^ 

26. m ;= cosa) + }/ — l.siuoa 
entspricht, jeder beliebigen imaginären Gröfse gleich gesetzt werden, d. b« 
wenn der Pnuct x^^y^ so gelegen ist, dab die zugehörigen beiden Werthe 
von m durch (26.) gegeben sind, so ist jede durch denselben gelegte gerade 
Linie mit imaginärer Richtung eine Tangente an (24.) und hat als Derivirte 
des Systems (4.) ihren Pol auf (o.). 

In dem besouderu Fall, wenn o) ein rechter Winkel ist,, wird 
nach (25.) 1»== + ]/ — 1. Also kann ein Winkel, dessen Tangente +^ — 1 
ist, jeder beliebigen imaginären Gröfse gleich gesetzt werden. 

Dif Bedingung (25.) läfst sich geometrisch dahin interpreliren , dafs 
jedes Perpendikel y oder auch jede schräge Linie, welche man von einem 
beÜMgen Puncto nach einer der Richtung m zugehörigen geraden Linie legt, 
unter der unendlichen Form erscheint, weil der Nenner |/(rii^4^1 — 2mcosa)), 
weicher iu den Aosdrackeu für ein solches Perpendikel oder eine solche 
Schräge vorkommt, für deo in (250 enthaltenen Wertb von m jedesmal 
verschwindet. 

Nach dieser Digression kehren wir zu der Gleichung (24.) zurück, 
und setzen in ihr zur Bestimmung der Breuupuncte des Derivirten« Systems 

Hl = cosa)± )/ — 1 .slnoü, 11 = — (y'^-j- ^" cosio) + }' — 1 .ar^sinoa, 
wo die obern Zeichen , wie auch die untern , zusammengehören ; dann 
erhalten wir zur Bestimmung von x*^y" eine Gleichung zweiten Gradecr, 
welche aus einem reellen nnd einem imaginären Theile besteht. Setzen 
wir jeden dieser Theile tkt sich gleich 0, so erkennen wir, dafs x"y 
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einer der DurcbäichiiUtspuucte der beiden Linien 

— 2(11 cosSw-j-Z? cos co)a?4-Ccos2co-f2£cosw4-F=r^O, 
ÄQpstß).x^-\-Axy — By — (2Äcosw-f /^)a:-f ^cosco-j-JB = 
sein nrnfs;. Zur Auflösung dieser beiden Gleichungen mufs unterschieden 
werden, ob A gleich ist, oder nicht 

Wenn ^4 nicht verschwindet, so lassen sich die beiden Gleichun- 
gen (26.) 9 indem wir in der letzlern den weggelassenen Faclor sinoü resti«*- 

tuiren und 

Ay-^-D-^-jAx — ■g)cosft) (Ax — B)Miio 

Vi — -^ , J?i — Y2 ; 

M = {(Ä^-^C)cos2co+/>'— ^F4-2(llö-i<£)co8a)}~, 

iV= {i(Ä^ — ^C)siu2w+(Ä/?-^iß)sinoü}-^ 
setzen, auf die Form 

bringen und liefern demnach 

wo aus den vorkommenden Doppelzeichen diejenigen Zeichen zusammen- 
zunehmen sind, welche in yi und x^ die nämliche Stellung einnehmen. Um 

endlich von y^ und x^ zu y und x zurückzukehren, hat mah die Formelii 

» 

^ iA VA tanga; »^ -4 ' y'-d sinw ^^ ^ * 

Aus der Form der Werthe von y^ und x^ geht hervor, daf^« immer zwei 

der erhaltenen Auflösungen reell und zwei imaginär sind. 

Ist dagegen J[ = (), so stellt bekanntlich die Gleichung (84.) eine 

Parabel dar, und das Derivirten- System ist selbst ein parabolisches. Unter 

dieser Annahme sinken aber die Gleichungen (26.) anf den ersten Grad 

und liefern für y und x nur ein Paar endliche Werthe, nämlich 

_ 21?(Fco8ii>+E)H-l?(F— (J) ^ 2D{Cco^ü>^E)^ B{ F^C) 

y 2(Ä« + 2J»B cos^+D») ' 2(Ä»+2ßI>cosw + /)*j ' 

die drei andern Auflösungen werden unendlich. Hierdurch kommen wir 

schlief^lich zu folgendem Satze: 

XXV. Jedes System von Derivirten, in Bezvg auf eine Directrix 

zweiten Grades^ hat vier Brennpuncte, wovon inaner zwei reell und zwei 

imaginär sind. In eiuem parabolischen Systeme liegen die beiden imayi'- 

nären und einer der reellen Brennpuncte iin Unendlichen. 
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Die Gleichongen (260 vereinfachen sich sebr, wenn der Coordinaten- 
wiufcel ein rechter, also coseo=09 sineo = l ist, und kommen dann auf 
diejenigen zurDck, nach welchen Hr. Piüeker die Brennpuncte eines Kegel- 
schnitts, welcher in Linien -Coordinaten in Bezug auf rechtwinkelige Achsen 
dargestellt ist, bestimmt bat. 

Läfst man die Derivirten in die Polaren in Bezug auf die Directrix (5.) 
übergeben, also wenn die Gleichungen (26.) die Brennpuncte der Directrix 
selbst bestimmen, so ändern sich diese der Form nach nicht, aber die Co€f- 
ficieuten der Gleichung (24.) bekommen eine auf diesen Fall passende ein- 
fachere Gestalt. Indem wir beispielsweise zur bipfsen Verification von 

der Directrix 

27. ä'ftb^x' = aH^ 

ausgehen, wird in (4.) für das Polaren -System 

und a = 0, ß = 0, ^y = + a^J*; 

also 

Setzen wir nebstdem voraus, dafs (27.) auf ihre Achsen bezogen 
sei, so gehen die Gleichungen (26.) in 

f—x^±ä' — b^ = 0, xy == 
über und fuhren unmittelbar zu der bekannten Bestimmung der Brennpuncte 
einer Ellipse oder Hyperbel, lehren auch, dafs die beiden reellen Brenn- 
puncte einer solchen Linie auf ihrer grofsen, die imaginären auf der klei- 
nen Achse liegen; welches Resultat sich leicht für jedes Derivirten -System 
generalisiren läfst. 

Die bekannten Eigenschaften der Brennpuncte eines Kegelschnittes 
öberiragen sich ohne Ausnahme mit den gehörigen Modificationen auf die 
Brennpuncte eines Derivtrten - Systems. Nor fiber eine derselben erlaube 
ich mir eine Bemerkung. Bekannth'ch liegen die Fufspuncte der Perpen- 
dikel, welche mau von einem der Brennpuncte eines Kegelschnitts auf alle 
Tangenten desselben fällen kann, auf dem Umfange eines und desselben 
Kreises, und eben so die Fufspuncte der Perpendikel, die von einem der 
Brennpuncte eines Derivirten -Systems in Bezug auf eine Directrix zwei- 
ten Grades . auf diejenigen Derivirten , deren Pole auf der Directrix selbst 



24 ^* DruckeHtniillcrj über derimrU Urnen. 

liegen^ gezogen werden können. Da aber durch deo Drenopiuiot selM 
uoeudlich viele gerade Linien gelegt werden können, weldie den Kagei- 
»chnitt berühren, respective als Derivirte ihren Pol auf der Direclrix haben, 
so mufs man schliefsen , daf» der Ort jener Fufdpancte, au&er dem Umfange 
einer Kreislinie, auch noch den ßrennpuncl seibat als isolirten Ponct eut» 
balle. Und wirklich gelangt mau, wenn mau den geometrischen Ort aller 
jener Fufspuncte direct aufsucht, zu einer Gleichung vierten Grades, welche 
in zwei andere zerfällt: in die Gleichung eines Krei^tes, und in die eines 
isolirten Punctes, des Brennpunctes selbst. 

Wir schliefsen diesen Aufsalz mit zwei Bemerkungen, welche sich 
auf die Fortbildung der in ihm entwickelten Principien beziehen. 

Will man die Resultate, zu welchen wir gelangt sind, auf andere 
Coordinaten- Systeme als die des Punctes übertragen, so niufs man überall 
unter xy dasjenige Element der Coordinaten- Bestimmung verstehen, wel- 
ches dem jedesmaligen Systeme zu Grunde liegt, also eine gerade Linie 
oder einen Kreis, jenachdem wir uns in der Geometrie der geraden Linie 
oder des Kreises bewegen. Davon ist dann aber eine nothwendige Folge, 
dafs z. B. im System der Linien -Coordinaten als Pol eine gerade Linie 
augesehen werden mufs und dafs als Derivirte erster Ordnung überall 
derjenige Ort auftritt, welcher in diesem Systeme durch eine Gleichung 
ersten Grades dargestellt wird, also der Punct, so dafs Puuct und ge- 
rade Linien in den Systemen der Punct- und Linien- Coordinaten ihre 
Rolle vollständig tauschen« Nur wenn man sich dieser analytischen Con- 
sequenz ohne Einschränkung überläfst, findet zwischen jenen beiden Syste- 
men eine durchgreifende Reciprocität statt. So bedeuten dann die Glei- 
chungen (18. bis 21.) in Linien- Coordinaten ebenfalls Pnncte; man hat 
nicht mehr von conjugirten Durchmessern zu reden, sondern von conjugirten 
Puncten, und an die Stelle des ÜMittelpunctes in jedem System von Deri- 
virten; so wie in der Directrix tritt eine feste gerade Linie, auf welcher 
je zwei conjugirte Puncto liegen. Zwar läfst sich aus einer Gleichung 
zweiten Grades in Linien -Coordinaten eben so leicht wie in Punct- Coor- 
dinaten die Lage des Centrums, der Achsen und des einer gegebenen Rich- 
tung conjugirten Durchmessers für den eutsprecl<enden Kegelschnitt bestim- 
men; aber will man nicht blofs zu einem bereits bekannten geometrischen 
Factum den analytischen Ausdruck suchen, will man die Einführung ver- 
schiedener Coordinaten - Systeme als eben so vieler Uebertragungspriucipieu 
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fruchtbar macheo, so inufs mau dieselben analytischen Formen nach der 
verschiedenen Bedeutung der veränderlichen und conslanten Grofsen in 
jedem besondern Systeme bloCs interpretiren. 

Gleichwie wir in dem System der gewöhnlichen Polaren die reci* 
proke Figur %vi einer gegebenen durch die Bewegung einer geraden Linie, 
welche in ihren auf einander folgenden Lagen den Puncten der letetera 
als Polare augehört, erzeugen, bestimmen auch die auf einander folgenden 
Derivirten, nicht blofs erster, sondern jeder beliebigen Ordnung zu den 
Puncten einer gegebenen Figur in ihrem Durchschnitte die entsprechenden 
Puncte einer neuen Figur, welche zu der ersten in der allgemeinsten Be- 
ziehung der Beciprocit^t steht. Diese Gattung der Verwandtschaft ist noch 
umfassender als die der Reciprocität bei den Polaren der verschiedenen 
Ordnungen; fär eine gegebene Directrix erhält man zu jeder Figur unend- 
lich viele reciproke. Die Aufsuchung der dabei geltenden Gesetze ist nicht 
ohne eigenthumliche Schwierigkeit. 

Dnsseidorf, den 25» Januar 1843. 
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2. 

Die vom Hnu Dn Lochterband am ScUosse des 
SSsten Baodes mit^etbeihe BediD^no^, unter welelier 
fönf Ptuiete ia einer Koj^elflaehe liegeo, aus einem 

baiyeenfrisehen Prineip abgeleitet 

(V00 Btb. Prot J. F. Mr^u4 in Leipsig.) 



Herr Dr. Lmcileriamd eatwickek a. m. O. die Bdatioo, welche zwisebeo 
des reehtwiokEgeo CoordiMtea too foof ib einer Kegelflacbe li^eadea 
Psoetea Statt fiadet, ud gelugt durch geoaetrisde t>eiiting dieser Bö- 
hHkm zo den aerkwirdEgea Salze, daCs, wetm mum vom dem fkmf Pyra- 
mUen, welche durch ß der der fünf Pwmete heeämmt wer dem, dem inheit 
emer jedem tml dem Quadraie der Kntfemung des jedesmal ithriß bleihem^ 
den fumßen Pmietes van einem beliebigen sechsten multipBeirt, die Summe 
fxm dreien dieser Producte gleich der Swnme der beiden andern ist. 

lo eioer Anmerkang wird der eutsprecheude Satz f&r die Ebene 
hiozogefogt 

Am eiDfachsteti dorfien diese Salze dorcb Hälfe oadisiebeoder ba- 
rjreeotriaeber Befracbtnogen zu beweiaeo seiD, bei denen sie als ^»ecielle 
Fille TOB allgemeineren Salzen, und letztere binwiedemm als besondere 
Anwendungen eines baryeeotrisdien Princips erscheinen, das noch für 
auuiehe andere geottetriscfae Ontersuchuagen von Nntzen sein kann. 

1. In Bezog aaf ein rechtwinkliges CoordinalensjBtea sei {X, Y, Z) 
dM Seh werpunct der in den Poncten {x, y, %) , (x^, y-', tf) etc. befindlichen 
Gewidite m, m' etc., unter denen hier, wo blob Baumgröfsen in Betracht 
koMnen, beliebige Zahlen, die zum Theil auch negativ sein können, zo 
verstehen sind» Bs ist dann bekanntlich 

jr = ü^£±!?^^±^^ oder »(Z— x)J-m'(jr— arO-f.... = 0, 



•••• 



foigUch 

(ä.) «ix'+«i'««-f ....= m(X-f (X— X))'-f-oi'(i:-f (x'— X))»-f .... 

= (m -f «'-f . . . .) X'-L m (ar— X)»-{- m^x'—Xy -i- . . . , 
■od ebeoM 



Die AdditiiNi töo (a.), (fc) and (c.) giebt, wenn noch der Anfangspunct 
des Coordinatensystems mit O, die Paocte (x, y, z), {x% y\ z') etc. mit 
Ay A'^ .... nod ihre Schwerpanct (X, Y, Z) mit j9 bezeichnet werden: 

Ist demnach von den Puncteh A, A*, ••••, denen resp. die Gewichte 
nty m^^ •••• s&okommen, jS der Schwerpnnct, so ist, wo auch der Punct 
angenommen werden mag, das Aggregat 

stets von derselben Gröfse. Sein aus (J.) fliefsender Werth m.SA^-\' 
fn\8A*'^-\ .... ergiebt sich, wenn mau mit S zusammenfallen läfst. 

2. Um diese Relationen etwas einfacher darzustellen, werde zu 
dem System der mit den Gewichten m, m\ •... belasteten Puncto A, A'^ .... 
der Schwerpunct j9 selbst mit einem Gewichte hinzugefügt, welches der 
negativ genommenen Summe der Gewicrhte von j1^ A'^ .... gleich sei. Man 
erhalt somit ein System, bei welchevi die Summe der Gewichte null ist, 
uüd welches gar keinen Schwerpunct hat, allein eben deshalb die Eigeu- 
Schaft besitzt, da(s jeder seiner Puncto der Schwerpuuct des jedesmal 
übrigen ist; z.B. A der Schwerpunct von A^, ••.. und S mit den resp. 
Gewichten m% .... und (m-j-m^-j-*«-*)* Baryc. Calcuh $.10. 

üa(s das System der Puncto A, B, C, ••••, deren Gewichte a, 
b, c, .... seien, keinen Schwerpunct hat, werde ausgedrückt durch 

«il-f ftß-f cC+.... =. 0, 
wobei immer auch a'^b'\-c-\'....=^0 sein mufs (ebendas. $.15. 4.)« Die 
geometrische Bedeutung hiervon i^^t, dafs wenn durch A, B, C, .... nach 
einer betiebigen Richtung gelegte Parallelen von irgend einer mit dieser 
Richtung nicht parallelen Ebene in A', B', O, .... geschnitten werden, 

a,AA''\^b.BB'-\-c.CO'\'.... = 

ist (S* 13.) oder, was auf dasselbe hinauskommt, dafs, wo auch der Punct 
,Z angenommen werden mag, das Vieleck, dessen Seiten parallel mit ZA^ 
ZBf ZC, •••. und resp. :=a.ZA, b.ZB, €.ZC, .... sind, ein in sich zu* 
rücklaufeiides oder geschlossenes ist. 

In Verbindung hiervon mit dem in 1. vom Schwerpuucte bewiesenen 
Satze schliefsen wir nun: 

4* 
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Ist aA'\'bB^cC']'*...=szOj so ist fdr jeden Ort des Puoo* 
tes O die Summe a.OA^'\'b.OB^'\'C.OC^-{-.... von d^rselbeu 
Gröfsei oder, was dasselbe aossagti es ist fdr eine beliebige Au- 
nabme der Puncto O und P, 

8. Anwendungen. Mit gehöriger Böcksicbt auf die yorzeicheu 
bei Bezeichnung einer geraden Linie, eines Dreiecices oder einer dreiseiti- 
gen Pyramide durch Nebeneinanderstellung der zwei, drei oder vier an 
die End- oder Eckpuncte gesetzten Buchstaben (B.C. SS* 1^ 18* und 19.) 
ist, wenn drei Puncto ^^ B, C in einer Geraden liegen: ail-| 6A-|-rC=0, 
wobei sich aib:c = BCiCAiAB verhalten (S*82. r.), oder liurz: es ist 

BC.A^CA.B-\^AB.C = a 
Ebenso hat man bei vier in einer Ebene enthaltenen Puncten A, B, C, D 
(%.24.e.^: 

BCD.A-CDA.B\DAB.C-ABC.D = 0, 
und bei fdnf Puncten ^^ • • • £r im Baume (S* 86. c): 

BCDE.A^CDEA.B + DEAB.Ci^EABC.DiABCD.E = 0. 
Wo daher auch die Puncto O und P angenommen werden mögen, so ist, 
wenn Af B und C in einer Geraden liegen: 

[1 .J BC\OA' — PA') -i^ CA (OB'- PB') J AB {OC^ ~ PC') = o. 
wenn A, B, C und D in einer Ebene liegen: 

[2.] BCD{OA' — PA') ~ CDA (OB' - PB') 
^DAB(OC'—Pa) — ABC(OD'-PD') c= o, 
und wenn A, .. . E fünf Puncto im Baume überhaupt sind: 

[3.] BCDE^OÄ" — PA') f CDEA (OB' — PB') 
^DEAB{0C'—PC')'\^EABC(ßD'-PD')4^ABCD{0E'~PE') = o, 
4. Weitere fi^olgerungen. a. Man lasse in [f.] den Puncl 
P mit A zusammenfallen, so kommt 

BC.OA'+CA.OB'+AB.OC' = CA.AW^AB.CA' 
= CA.AB{CA'\'AB) = CA.AB.CB, 
wofdr man auch schreiben kann: 

AB.OC'^BC.OA' = AC.OB''\ AB.BC.AC. 
Diese Formel, in welcher, wenn B zwischen A und C liegend angenommen 
wird, alle Glieder positiv sind, drückt die bekannte Belation bei einem 
Dreieck ACO aus, in welchem man noch die Spitze O mit einem Puncte 
B der Basis AC verbunden hat. 
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b. Nimmt man in [2.] an , dafsr die vier Puncte A, . . D in einem 
Kreise liegen, und läfüt P den Mittelpunct dieses Kreises sein, so wird 
PA^ ^ PB" ^ PC" = PD\ und da immer 

BCD-CDA^ DAB—ABC = 
ist (B.C. %. 18. c), so reducirt sich [2.] auf 

BCD.OA^—CDA.OB''\DAB.OC' — ABC.OD^ -^ 0, 
worin, wenn Al, B, Ct D die Ordnung ist, in welcher die vier Puncte im 
Kreise auf einander folgen, sämmtliche vier Dreiecke BCD, CDA etc. 
einerlei Zeichen haben. Dabei kann, wie man noch bemerke, der Pnuct O 
auch aufserhalb der Ebene des Kreises liegen. Es ist dies die Lnchterhand-^ 
sehe Relation für den Kreis. 

c. Sind A, B, C, D, E fünf Puncte in der Oberfläche einer Kugel, 
deren Mittelpunct P ist, so ist PA^ = PB^ = etc. Deshalb, und da 
hmmer BCDE'\^CDEA'\^....'\'ABCD^O ist (9.20.i/.), zieht sich unter 
der gemachten Annahme die Formel [3.] zusammen in: 

BCDE. OA'^CDEA . OB'^DEAB. OC-^ EABC. OD^-^ ABCD. OE' 

= 0. 
Nimmt man dabei an, was immer möglich ist, dafs die Puncte A und E 
auf entgegengesetzten Seiten der Ebene BCD liegen, so haben, wie leicht 
aus S. 19. und mit Hfllfe einer Zeichnung erhellet, von den fünf Pyramiden 
BCDE, . • . ABCD der Formel die erste und die letzte einerlei Zeichen, 
und das entgegengesetzte die drei übrigen. Dies ist der LncMerhandsche 
Satz für die Kugel. 

d. Dm noch eine Folgerung hinzuzufCIgen, wollen wir setzen, dafs 
in [2.] die vier Puncte A^ B, C, D in einer Ellipse liegen. Von welcher 
O und P die beiden Brennpuncte seien. Alsdann ist OA -\-PA -— OB-^- PB 
= etc. gleich der grofsen Axe der Ellipse, welche '2a beifse. Hier- 
durch wird 

OA'-^PA^ f^ 2a{0A-PA) = 2a(20A — 2a)', 
ebenso 0J9^— PJSP=2a(20i7 — 2a) etc. und die Gleichung [2.] verwan- 
delt sich damit in 

BCD(OA — a) — CDA(OB — a) + .... = 0, 
oder da BCO— Cl>j*+.... = ist: 

(iL) OA.BCD — OB.CDA-\^OC.DAB — OD.ABC = 0. 
Durch ganz ähnliche Schlüsse wird man zu derselben Gleichung 
•och onter der Voraussetzung geführt, dals A, B, C, D in einer Hyperbel 
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fi^en, welche O ond P za BreoBponcCeo hat. Da ferner eia K^elschnitt 
dordi Tier io ihoi Uegende Ponote and den einen seiner beiden Bfena^ 
poncte ToUkommen bestunnit ist. so scbiieCsen wir : dapt die GUicämmg (iL) 
Se nothwendige und Uiareickende Bedin^ng darstellt, unter welcher vier 
Punde Af B, C, ü einer Ebene in einem Kegehckmtte Ueyen, ran wet-- 
ckem O der eins Brennjmnct ist 

Znaitze. a. Zerlegt man die Dreiecke AC/>, CDA^ •••• in mikke, 
welche insgesaamt O ser Spitxe haben, nnd wonach 
BCD = OBC^OCD^ODB, CDA = OCD^ODA^OAC etc. 
ist, so geht die Gleichang (JL) aber in 

(OD—OA) OBC^ {OB—OA] OCD -{OB — OC) ODA 
'^(ßD—OCjOAB^f^OC—OA:ODB-^OD — OB)OCA = 0. 
Hieraus fliegst nnmiUelbar die Gleichung zwischen den Polarcoordinaten 
von vier Punccen eines Kegelschnittes, wenn dessen einer Brenuponct vsm 
Pol genommen wird (oder die Gleichuug zwischen den Radien Vect. nnd 
den Langen von vier Oertern eines Planeten). Setzt man nändicfa OA = r, 
OB = r', OC = r'', OD = r"\ und die Winkel welche diese vier Linien 
nach einerlei Seite hiu mit einer in der Ebene des Kegebccbnitles gezo- 
genen Grundlinie machen, = /, /', V, l"\ so werden die Dreiecke OBC 
= ir'r"sin(/''-r), 0C/> = ^r'^r'" sin (/'''— /"> etc., und damit die vo- 
rige Gleichang 

y''^T)r'r''H\ü^l''-l')-[r'^r)r''r'''B\u(l'''^V 
^ (1^"-!^'} rr'sin ^'-Z, -^ {r"^r) r" Vsin 7'-/''') - (r'"-r')r"rsin (/-/") = a 
Auch mob sich dieselbe Gleichang als Resultat der Elimination aus den 
vier Gleichungen 

p = r(I^€cos(/ — «;), p = f^'Cl-r^cosC/''— cü)), 
p = r'il^ecosil — u))), p = /^''(l-r^cos (/'''—»)) 
ergeben, welche der Reihe nach ausdrücken« dafs die vier Puncto (r, t\ 
ir\ tj, [r'\ l") nnd {r"\ l'") in einem Kegelschnitte liegen, dessen halber 
Parameter = p, dessen Ezcentricität = e, dessen Haoptaxe mit der Grund- 
linie einen Winkel = cd macht, und von welchem der eine Brennponct der 
AufaugspuDCt der Coordinaten ist. 

b. Setzt man bei [8.], wie vorhin, dafs OJ±PJ[ = OB+Pil^^efc. 
=: 2a, nimmt aber nicht zugleich an, dars O und P mit A, B, C und D 
in einer Ebene liegen, so sind A, .. D vier Puncto einer Flache, die durdi 
Umdrehung einet Kegebohnittes , dessen Brennpunde O und P sind, am 
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seine Haupt- Axe entsfeht. Die GMchung (IC) gilt folglich mach dann, 
wenn A^ Bf Cj D in dem DurchscknitU einer Ebene mit einer solchen 
Revoluüonefidehe liegen, welche zu dem einen ihrer Brennpuncte hat. 

e. ba die Gleichung (jfiC) aueb danu noch bestehen mufs, wenn 
blofs 0, nicht anch P, in der Ebene ABCD liegt, und da in diesem Falle 
nach dem Satze in (J.) Ay . ^ D in einem Kegelschnitte liegen, welcher O 
zum Brennpuncte hat, so scblieCsen wir noch: 

Der Schnitt einer Fläche, welche durch Umdrehung eines Kegeln 
Schnittes um seine Haupt-^ Axe entsteht, mit einer durch den einen Brenn^ 
punct des Kegelschnittes beliebig gelegten Ebene, ist ein Kegelschnitt, 
welcher denselben Brennpunct zu dem seinigen hat. 

d. Behandelt man die Gleichung )[3.] ähnlicherweise wie [2.], so 
findet 8Jch 

OA. BCDE+ OB.CDEA^OC.DEAB^ OD.EABC^ OE.ABCD = 
als die 6edingungsgleichung dafür, dafs fünf Punete A, ... E in einer 
durch Umdrehung eines Kegelschnittes um seine Haupt- Axe entstehenden 
Fläche liegen, von welcher O der dne Brennpunct ist 

Indem man jede der fünf Pyramiden BCDE etc. in vier andere zer- 
legt, deren jede Ö zur Spitze hat, und wonach z* B. 

BCDE == OCDE- ODEB^ OEBC- OBCD 
ist (S^SO. zu Ende) verwandelt sich die vorige Gleichung in 

2iOA-OB)OCDE+X{OA^OD)OEBC = 0, 
wo jeder der beiden summatorischen Ausdrucke eine Summe von fünf Glie- 
dern darstellt, deren jedes aus dem nächst vorhergehenden, das zweite aus 
dem hingeschriebenen ersten, erbalten wird, wenn man A, B, C, D, E resp. 
in B, Ci D, E, A verwandelt 
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Beitrüge zur Chronologie. 

(Von Hrn. Dr. G, U, F, Nesselmann in Königsberg.) 



Erster Beitrag. 

E2s sind keiue neue Theorieen, die ich hier inittbeiie, sondern nar Erleich- 
terungen und Vereiufacbungeu der pracUschen Anwendung schon bekannter, 
iodem ich drei Aufgaben, die Bestimmuug des Wochentages irgend eines 
christlichen Datums, die Berechnung des Osterfestes nach dem Jnlianischeu 
und Gregorianischen Kalender, und die gegenseitige Reductiou des Moham-* 
medanischen und des christlichen Datums auf einander mittels einiger Ta- 
bellen, in Vergleich mit den bisher gebräuchlichen Methoden, practisch be- 
deutend vereinfacht zu haben glaube. 

Da es bei den beiden erstgenannlen Aufgaben immerfort darauf an« 
kommt, die Beste zu finden, die eine gegebene Jahrzahl läfst, wenn mau 
sie durch 19 und durch. 28 dividirt, diese Zahlen aber för die Division 
nicht eben bequem s^ind, so nehme ich zunächst die Aufsuchung dieser bei- 
den Beste als zwei Hulfsaufgaben voraus. 

Erste Hulfs-Aufgabe. 

Den Rest der Division durch 10 zu finden. 

Da 400 durch 19 dividirt den Best 1 läfst, so wird, wenn man vos 
einer gegebenen Zahl M 400 subtrahirt und den Ueberschufs durch 19 
dividirt, dieser Best um 1 kleiner sein, als wenn man M durch 19 dividirt 
hätte ; subtrahirt man aber 800 von My so wird der Best des Ueberschusses 
um 2 kleiner sein; und so weiter fort. Im allgemeinen wird, wenn man M 
durch 19 dividirt den Best m^ M—AOOn den Best p läfst, p =^m — n, also 
m^=pAi-n sein. Wenn man also von einer gegebenen Zahl ilf das möglich* 
gröfsle Vielfache von 400, es sei das nfache, subtrahirt und den Ueber- 
schufs durch 19 dividirt, so erhält man, wenn man zu dem Beste dieser 
Division den Factor n addirt, den gesuchten Best der Zahl M. Nun ist 
399 = 21.19; wenn man also die 21 ersten Vielfachen von 19 ein fQr 
allemal hinschreibt, so hat man nur von der gegebenen Zahl das möglich- 
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grftfsie Vlelfadhe vöfi 400 von tlem UeberschoCi da» ihögllcTi'^gröf&ie Viel<^ 
fache vou 19 ib aobtrahiren, und za diesem letztem Üeberaibiiaae deii 
Factor des sobträbirten V ietfaehen von 400 so addiren ; die Somine ist der 
Rest der gegebenen ZabL Nun enthalt Taf. l. a. die Yielfacfaen von 40O 
und neben jedem noch den Factor Uf Taf. L h. enthält die ersten 21 VieK 
faebeu von 19, so dafs man mit Höife dieser Tafel den Rest irgend eineV 
Jabrxah) durch 19 ohne Division im Kopfe findeb kann. Z. B. nm den 
Rest «u finden, den 1839 durch 19 dividirt läfst, nehmen wir 1839-^1600 
= 239, 239 — 228r=ill, 114-4 = 15; demnach ist 15 der gesuchte Rest. 
Wird auf diese Weise der Rest gleich oder gröfser als 19, so nimmt man 
19 davon, z.R »46 — 1600 = 246, 246—228=18^ 18+4 = ^2, also 
ist der Rest 3. 

Zweite Hulfs-Aufgtbe. 

Den Rest der Division durch 28 zu finden. 

i)a 700 dnrch 28 aufgeht, so lafst, wenn man von irgend einer 
Zahl das möglich - gröfste Vielfache von 700 sabtrahift, der Uebersehtira^ 
dnrch 28 dividirt, denselben Rest, den die gegebene Zahl lafst Nau !st 
700=3^25.28^ Wenn man also, vrie es in Taf. 11. geschehet ist^, die 
ersten 24 Vielfachen von 28 hinschreibt, so kann man anch diesen Reitt 
ohne Division im Kopfe finden. Z. B. 1839 — 1400 :;» 439, 439-^ 42Q» IS^. 
und das ist der graucbte Rfest. 

Der Kürze wegen werde ich im Folgenden den Rest von 19 deti 
Rest L, den Rest vou 28 den Reei IL nennen« Beide Reste substituire 
ich in den folgenden Rechnungen respective fbr die goldene Zahl und flir 
die Stelle des Sonnendrkels. Man erhält die golden^ Zahl, wenn man den 
Rest I. um 1, den Sounencirkel , wenn man den Rest II. um 9 vermehrt. 

Wochentag eines christlichen Datums. 

Da der Jnlianische Kalender eine vierjährige Periode bildet, so 
giebt diese, combinirt mit den sieben Wochentagen, eine Periode von 28 
Jahren, nach welchem Zeiträume dieselben Jahrestage in constauter Reiben- 
folge wieder auf dieselben Woch^btage fallen. Aber auch schon innerhalb 
der 28jährjgeu Periode fällt der- Jalires-r Anfang von je vier Jahren auf 
denselben Wochentag. Wenn man also den Jahres-Anfaug von irgend 
welchen 28 auf einander folgenden Jahren kennte so wird jedes Jafai^ 

Crell«t*s Journal f. d. M. Bd. XXVI. lieft 1. 5 
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welches mit einem dieser gegebene» den Re^t IL geoieiii Imjt^ mit demseU 
bcfii auch in den Wochentagen ufoereinslinBieu. Hat man aber den Wochen*- 
(Qg des ersten Januar, so findet man den Wochentag irgend eines Datwt$ 
desselben Jahres, wenn man die Anzahl der vom 1. Januar bis zu dem 
gegebeneu Datum verflossenen Tage durch 7 dividirt uud den Rest zu dem 
Wochentage des ersten Januar addirt. Behufs die^iiier Rechnuugeu hab0 
ich die beiden Tafeln III. und IV. gegeben. Taf. III. euihält oben in fiUlf 
Zeilen vertheilt die Reste IL von bis 27 nach der Reihe, nur dab nach 
je vieren ein Feld leer geblieben ist; die beiden darunter stehenden Zeilen 
enthalten für jeden Rest IL eines Jahres A den Wochentag des SI.Decem^ 
her des Jahres ^ — 1, in Zahlen ausgedrückt, so dafs 1 Sonntag, 2 Montag 
u. s. w. bedeutet. Die Taf. IV. zeigt in der Rubrik b. die bei dem Beginne 
eines jeden Monats bereits abgelaufenen Tage, in der Rubrik a., die wir 
vorläufig allein brauchen, die Reste der unter b. stehenden Zahlen durch 7. 
Nach dem Gesagten wird in der folgenden Regel nichts mehr unklar sein. 

Man suclie den Rest IL oben in Taf. HL und notire die in einer 
der beiden untern Zeilen stehende Zahl, jenachdem das gegebene Datum vor 
oder nach Chr. Geburt fällt. Zu dieser Zahl addire man die in Taf IV^ß. 
bii dem Monatsnamen stehende Zahl, und den Monatstag des gegebenen 
Datums: die Summe dieser dr^ Zahlen dividire man durch 7. so ist der 
Rest der gesuchte Wochentag. 

Z. B.: An welchem Wochentage ward Cäsar ermordet am ib. Min 
44 V. Chr.? 

Das Jahr 44 hat den Rest II. = 16. Dazu finden wir 

aus Taf. III 7 

März aus Taf. IV. o. • • • • 3 

der 16. März 15 

Summe • • • 25. 
Der Rest durch 7 ist 4, also war der Tag ein Mittwoch. 

Auf welchen Wochentag fiel der 5. October 1582, das Datum der 
Gregorianischen Kalenderreform ? 

Rest II. = 14; dazu aus Taf. III 1 

October aus Taf. IV. a. . . 
der 6. October . . • • . . . 5 

Summe • • • 6, 
also war es ein Freitag. 
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Fifir den Gebrauch der Taf.lV. ist nur zu beachten^ dafs vor Chr. 
d iejenigen Jahre Schaltjahre sind, welche dorch 4 dividirt den Rest 1 lasaen. 
Will mau aber den Wochentag eiuea Gregorianhehen Datams fin» 
dÄff', BO reducirt man dieses auf das Juliauische Datum ^ indem man von 
ersterem die in der vorletzten Zeile der Taf. V. bei dem gehörigen Zeit- 
raum stehende Zahl snbtrahirt« In Bezng auf den Rest von 7 ist es aber 
gleiohgaltig y ob mau die Zahl der vorletzten Reihe rabtrahirt, oder die 
Zahl: der letzten Reibe» die Ergänzung jener zn 14, addirt. Demnach hAt 
mau zu den drei bei der vorigen Regel angegebenen Zahlen noch diese 
Zi^il der letzten Reil>e aus Taf. V. zn addiren. 

Z. B«: 17. August 1786. Rest IL = 22$ dazu finden wir 

aus Taf. flf. 4 

August aus Tab. IV. o. . # 2 

17. August 17 

Zahl aus Taf. V 3 

Summe . . • 26. 
Der Rest durch 7 ist 5: dembach fiel der Todestag Friedrich des IL auf 
Donnerstag. 

Dieise M6>thode, den Wochentag eines christlichen Datums zu be« 
fttlmmenV ist.fib ungemein einfach^ dafs sie kdctm etwas zu wOnschen übrig 
laf^iU Namentlich macht ü\td den Gebranch der Sonntagsbuchstaheti voll- 
kommen überflussig. Man findet übrigens die Sonntagsbucbstaben, die den 
respectiven Resten IL angehören, wenn man die ersten sieben Buchstaben 
in umgekehrter Ordnung an die Zahiän in Taf. ÜL schreibt, so dafs ^ an 7, 
i? an 6 u. s. w. zu stehen kommt. 

Juliamsches Osterfest. 

Das Osterfest im Jolianischen Kalender hängt nach den Bestimmun- 
gen dds JVicäischen Conciliuros nur von der goldnen Zahl und dem Sonnen^ 
ofAl^/sabycoder, was auf dasselbe hioauskoramt , von dem Reet i. und dem 
Rf^\lL Demnach wird immer, so oft je zwei Reste L und IL zusammen- 
treffen, OMern auf dasselbe Datum fallen, das beifsf, das Julian ische Oslei^ 
fett Ist in einem Zeitraum von 19.28 := 532 Jahren periodisch. Aber 
iimeAalb 28 Jahren giebt es allemal je 4, in denen der \. März, auf den 
€« . hier» allein ankommt , auf denselben Wochentag fällt. Demnach wird 
aiich^ wenn ein Rest 1. mit jedem der vier Reste IL, welche den U lAkn 

6* 
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aaf ^emst&en WaAenfig seuea, MMsammeatxiML, Osten saf dnscifce Datea 
fidles. DmimrA kH aich die Tat VL ähniidi wie TaC IIL aUüiMa Iw- 
aea, aad 4ie eiafacfca Begel ia( aaa folgeade: 

JTa» smeie dem Rtst L ümks, dem Bett iL oiem m T^. VM^ 
M «yf äk Tmfel wmmittMkmr im» JmBmmacke OsUrdmimmu 

Der BcgaeaKchtcit aad eiaiger aatea folgeadea Bechaaagea 
Übe ich daa Ottcrdawai immer vom 1. Min gexäUtf ao da& ma 
fie Tabella dai Dana gnbtt als 31 Eeigc, 81 davoa la wliinMiia hat, 
an dae Dataa dea April sa erhahea. 

Cm dea Tag m GregoriaaischM Kaieader sa fadea, der des g»> 
Jaliaaiaefaea Osterdataa eatepricht, hat ana za huiuf fie dea 

aagebörige ZaU aas der Torieutea Bethe der Ta£ Y. 
Daa Jahr 1S43 h^ dea Bai £ «= 0, dea üof IL = 23: 
dbfar giehc fie TaL TL dea 42. Min, <= IL Aprfl JaL Styls, 
23. April Gngar, Sirk. 





tu»: r I »•-. 



firqrop fikte MiMtt der goMnoi ZiU die tm ikr -"^ngScr IT^dUi 
, nd svw ueh folgender Regel: M» BohipiioiK die goldcM XaM 
Bk 11 nd dividire dM Prudod dwch Sa m i^ der Best die raliwiirif 
Ff^tU WeMi BU TM Ceaer ie dea ZieHraMi 

wm iaS3 bis 1699 die ZaU 10, 
- 1700 - 1899 - - 11, 
• 1900 • 2199 « - 12 

SHdiüidiiii« wobei lua dieselbe DöibigeD&lls i» 30 Teraiebrt, w ht der 
Cdtierscfauls die Grf^oriümiMche EpakU. Xm jeder Gregonsai^cbea Epakle 
■B giebi eiM besofidere Tabelle das Dai«ai aa^ aaf welches der OMer» 
nailaiwiil fidh. Weaa auu diese Zwiacbeamrbaaagea eia Ar alksal aapi- 
fifan «ad wieder ftr die goldeae Zabl dea fissT L sabsiitairt, es isC kla^ 
dab aua i&r jedea xweibaodertjskrigee Zieirraaai aaaattelbar an 
WLg^ L das 3uB emspredieDde Dauiai des OMerraUaMH^!« aneebea 
2. B. das Jahr 1^40 baue dea Rest I. 16, wX^ die f^ddeae ZaU 17, 
ker die Jaliaibcbe Epakle 7^ die GregoriaaiMbe E^pakte 26« aad aa 
seigt die Tabdle ab OaiWToilaMiBdsdataai dea 17« April. Wena dagegaai 
ria Jahr aas deai Zeiinuiai voa ldS3 bis 1699 dea Re$# I — i^ Imt« a^ 
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v^ird sein VollinCndsdatuiii «nC dco 16. April^ and in einem Jalire an» dem 
Zeitranm von 1900 bis 2199 dasselbe auf den 18. April fallen« Demnach 
babe ich in der Taf. VII. für jeden dieser Zeiträume unmittelbar an den 
Rest I. das von ihm abbängige Datum des Osfervollmonds geschrieben , in 
derselben Weise, \vie bei Taf. VL, nämlich vom 1. März fortlaufend g^ 
zählt. So hat man also aus Taf. Vll« unmittelbar und ohne Rechnung £iir 
jedes Jahr den Ostervollmond. Nun könnte man nach der obigen Me- 
thode filr dieses Yolimondsdatum den Wochentag aufsuchen, um den nach«» 
sten Sonntag, das Osterdatum zu finden. Dies wäre aber weitläufig, und 
darum babe ich unten au Taf« VI. noch eine mit einem Sternchen bezeiclH 
nete Reihe angefügt, welche die Rechnung fär diesen speciellen Fall sehr 
abkürzt. Diese unterste Reihe in Taf. VI. enthält nämlich für jeden darüber 
stehenden Rest II. die Anzahl von Tagen, welche zum 21. März zu addi- 
ren sind« damit man auf den nächsten Sonntag gelange, aber im Juliani- 
scheu Kalender. Wenn nun die Taf. VII. das Yollroondsdatum, statt im 
Gregorianischen Kalender, auch im Julianischen gäbe, so wurde zu jedem 
solchen Vollmondsdatum, welches durch 7 dividirt aufgeht, dieselbe Anzahl 
von Tagen zu addiren sein, wogegen jeder um 1 successive wachsende 
Rest jenes Datum dem nächsten Sonntage um 1 Tag näher bringt. Wenn 
also beide Tafeln, VI. und VII., für denselben Kalender berechnet wären, 
80 wurde man das Osterdatum erhalten, wenn mau das Vollmondsdatum 
aus Taf« VII. durch 7 dividirte, den Rest von der durch den Rest IL unten 
in Taf« VI« gegebenen Zahl subtrahirte und diesen Ueberschufs zu dem 
VoUniondsdatum addirte. Nun ist aber noch der Unterschied der Kalender 
in Rechnung zu bringen. Da z« B. in gegenwärtigem Jahrhundert dieser 
Unterschied 12 Tage beträgt, so dafs dem 21. März Jul. Styls der 33. März 
Gregor. Styls entspricht, öder, da es sich hier blofs um den Wochentag 
handelt, Und man von dem 33. März 14 snbtrahiren kann, der 21. März 
Jul. Styls mit dem 19. März Gregor. Styls auf einen Wochentag, unser 
21. März daher um zwei Wochentage später fällt, als der Juliauische, so 
tet* VOBÜer Zahl ffi Taf VI., auiser ^em Reste des Vollmondsdatums, ge- 
geowMig noch fi. Im Aitgemeiueti, die Zahl der letzten Reihe aus Taf. V. 
SM subtrahireii. Dei^uiach gestaltet "^eh die vcHständige Regel jetzt so: 

üfnit ^-ucAlf diti Reiit I. Hnks in Täfj VII. und notire die vnler dem 
Mreffenden Zütrauin fitehgnde Zakf, ^mtcke das Ostervottmondsdatwn ist. 
2#ii dieser Zahl addire man die demselben Zeitratim an^ehörtgis Zahl det 
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wnUntmi Reihe mms Taf. V., diviäire die Swi^me diiteh7, und eubtrahire 
den He^f von der unter detn dem gegAenen Jahre angehöirenden Reet IM. 
eUhenden ZaM der letztetk Reihe in Taf. VI., wobei dieee nöthigenfaUe 
ttm 7 vermehr l wird. Den Veherechufs dieser Subtractian addire man- eM 
dem oben notirlen VoUfnondedatum, so zeigt die Summe das Gregoria^ 
Mevhe (ht^datum. 

Beispiel: GegenwirOge» Jahr 1843 bat deu Ae^/ 1. 0, ^etHeetlL 
98. Der Rest i. giebt ao9 Taf. VII. das VollmoDdsdatQin 44$ dazu San 
Taf y. 9 addirt, giebt durch 7 dividirt den Reert 4) dieser vou 7, weldie 
Zahl in Taf. VI. uuler dem Rest IL 23 steht, ftubtrafalH, giebt deo Uebei^ 
schuft 3| welcher tu dem Volim<md«d»tum 44 ftddirt das Osterdatnm 4Tt 
d« h den 16. A)M*il gieht 

Auch die^e Methode ist sehr eitifach und bequem, weil man die 
gaiime Rechnung im Kopfe macheu kaun, und ein Versehen oder ein Recb- 
nuug^fVhler nicht guc möglich ist. 

Rrhält man uach dieser Methode das Osferdatom 57, d b. den 
26. April« ^o i«t dafiir der frähcMe Termin, nämlich der 22. Uärx zsl neb- 
meu. Her Fall bat sich aber bis ietzt erst einmal ereignet, nämlich im 
Jahre 1(H)9« und wird sich erst 2076 wiederholen. Im Jahre 1609 baben 
wir nämlich Rest K =- 13, KeM il. =^ 13« daher da« Volhüoodsdatum 50, 
damu 4 giebt durch 7 den Rest 5: nun baben wir ans Taf. TL bei dem 
Rest 13 auch die Zahl 5, d. b. der Vollmond fiel selbst auf Sonntag, and 
wir haben 7 hiu£u zu addiren« a!^o 57. Ebenso ist es im Jahre 2076; 
Re^t L ^ss 5« Rest II. -= 4; Volimond^idatum 50; dazu 1 aus Taf. V. giebl 
den Rest 2: Re^t IL ^ 4 giebi in Taf. VI. ebenfalls 2, also O^erdalum 57. 

loh brauche nicht au erxvubueu, dafs^ auch auLser diesem sellpe« 
Falle Oslertt auf den 22. Siarft fallen kann. Z. a fär da:» Jahr ISIS 
kalben wir Retsi I. ^ssl 13« Re.^ U. ^ 26: V^IUhmmI 21 : dazu 2. giek des 
Reist 3; 9uUr%Wl von 3» giebl 1« weiche» xu 21 addirt den 22. Mär« giehl» 

lU filmen hier iM>ch aiv Aahaiu ^^ christlicheu O^tecrecbi 
eteiti^e nurfirllt Re|[ein iber dk* Ar( aer Abhdui^keic de$ Woc 
der «ttbewegiiebttt und dw l>i!i44fi> der k^wi^tvhe« Ta^ und FesM v«im 
O^lerfe^i^ W^Mi kk noch einmal entuiere. datV *ct onier dem ObienlaiMi 
immer die die» dir Tateftie aosttuteibitx ce'^cudene. ncc« imrhC auf dea Afiril 
ftduKkte Z*bl tfiUllb tiw 




Wenn man zirtdem 0»ter<i£^^um im Gemeiiijubr l;aiii SdnihJHlir 2 
addirt luid. die Summe voll .dem Hl^b^ftgröfsera Yielfacfaeu voü t7- »ufotra*- 
hirt, so zeigt der ¥te3t den Wochentag au^ auf welchen J^eujabr fälif. 

Aebulicb Jiaan mau deir Wdcbeutag jedes Datum» im Jabre von dem 
Osterdatum abbäiigig macbeu; wobei es uur darauf ankommt, die Zahl zu 
beatimmen, welcbe man iKum Osterdalum addirt^ bevor mau dieses von dem 
Vielfacben von 7 subtrabirt ..Diese Zahl findet man aber, u^enn man zu 
dem jfegebenen MonaMagß die in Taf. ll\ a. unter der Rubrik Gemein^ 
Jahr stehende Zahl addirf, von der Summe 2 (im Schaltjahr in den 
Monaten Januar und IB'ebroar f) subtrahht und den Reet von dem nächst 
großem Vielfachen von 7 subtrahiH. Z. B. .woUeu wir eine Reg^t für 
das Johannisfest, 24. Juni, g^wenv «o^addirea wiraua Taf. IV. a. 4 zu 24 
und subtrabiren dayou 2, das iM^ 3&f dam» subtrabireu wir 26 von ,3^,1 «9 
erbalteo wir 2^ und die Regel heif^t uuir: Mau addire zum Osierdalum 2 nud 
aubtrahire die Summe von dem ^nächst gröfsern Vielfacben von 7, so ist 
der Best der Wochentag^, auf. welchen Johanuis fällt. — Oder auch: 3Ian 
eubtrahire die um 2 verminderte Summe des Monatstages und der Zahl 
qus Taf. IV. a. von dem Oster datuuj indem man dieses nölhigenfalls um 
7 oder um 14 vermehrt, und den üeberschufs subtrahire man vpn dem 
nächst gröfsern Vielfachen von Z, so ist der Rest der^ Wochentag des 
gesuchten Datums. 

Mau subirabire vom Oslerdatum im Gemeinjahr 11, im Scbatljabr 10, 
so ist der üeberschufs das Datum des Janua^r, auf welches der letzte Sonn^ 
tag nach Ejriphaniä fällt. Diesen Leberschufs dividire man durch 7,^ so 
ist der Quotient die Anzahl der Sonnlage nach fipiphaniä, der um 7 ver- 
mehrte Best das Datum des Januar^ auf welches der erste fällt. 

Man addire zum Ostepdatum 2, so ist die Summe das Datum des 
Mai, auf welches der erste Sonntag nach Trinitatis fällt. Man addire zum 
Qsterdatum It »od dividire. dJe SbUttme durch 7, so ist der Be^t^ zu 20 
addirty das Datum des November, aaf welches der letzte fällig der Qqq. 
tieot, von 30 subtrabirt, die Anzahl derselben. 

In diesem Jahre isit 4a» Osterdatom 47; davon 11 subtrabirt, giebt 
den 36. Jan* ?= 5. Febr. sdß Datum des letzten Epipbaniä - Sonntages- 
36r durcb 7 dividirt giebt den Quotienten 5 als Anzahl dieser Sonntage, 
ood dea Best 1, der um 7 vermehrt an&eigt^ daCs der erste derselben auf 
deo & Januar fiel 
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Ferner 474-2'=:49 sagt, daß» der erste IVloltatis - Sonntag; auf deo 
la- Juni fällt 47-f 1 dividirt durch 7, giebt den Rest 6, der zu 30 addirt 
den 26. November als Datum des letzten, und den QuöCiöoten 6^ der von 
80 »ublrahiH aoeeigt, dafs die Anzahl der Triiiitathr- Somitage dieses Jah- 
res 24 ist. 

Man addire zum Osterdatum 3 und dividire die Summe durch 7. Der 
Rest zeigt das Datum des Oetober, der Quotient aber, von 23 subtrahirt, 
den Trinitatis^ Sonntag, auf welchen das Erntefest fällt. Z. B. 47 4- 3 >= 50, 
Rest 1, Quotient 7: daher fällt in diesem Jahre das firntefest auf den 
1. October und auf den IQi Sohntag nach TrinitatiB. Der Rest bedeutet 
hier den 30. September. 

Nennen wir das Osterdatum 0, so fäHt auf den (0--7)ten April 
Rufstäg, auf den (0^22)ten Mai Himmetfahrt, auf den (O— 12)tett Mli 
Pfingsten; auf den (0-^ 19 )teii E>ebruai^ F^astnacfat (im Schaltjahr aber, 
wenn 0<47 ist, auf den (0~18)teu Februar). 0-}<12, im Scbaft|8liT 
0-f 13, ist die Anzahl der Tage von Neujaltf^ bis FVisttiaeht inclusive. 

Addirt man zum Osterdatum im Gemeinjalir 3, im Schaltjahr 4, uud 
dividirt die Summe durch 7; so zeigt der He^ das Datum des Sonntags 
nach Netijahrf Ut aber dieser Rest 0, 1 oder 6, &o findet, kirchlich aus- 
gedrOökt, kein Sonntag nach Neujähr Statt. 

Man dividire das Osterdatum durch 7. und addire den Rest 911 2(i, so 
ist die Summe das Datum des Sonntags nach fVeiknachten. Ist der Rest 
oder 6, so findet dieser Sonntag nicht Statt, weil im erirten Falle der 
26ste December, d. h. der zweite Weifanachtstag, im %w6iten Falle der 
82ste Decemb^r, d. h. der 1. Januar herauskommt. 

Mohammedanischer Kalender. 

Die Mohammedaner haben em MöiideiTJabi*^ und zwar ein GiMlieNijaihf 
zu 354 and ein Schaltjahr vsx 356 TageDi Ihr Kaiendet he^uht auf einer 
dreirsigjährigen Periode, so daTs 2. 5. 7. 10. 13. ifk 18. 1t\, «4« ^K 
29. Scbflitjahre sind^ luidb Eioigeo Jedoch dai 16te statt des iöleu. Ihre 
Aerft begann ait 15. JuU 632 n.Chr., flieht am tO.JIiU, wte M oft ialsdln 
Ifilh aTigtffiibrt M^ird, z» B# noch \oti Ftüneoear in seiner Abhandlung ^Sar 
U cälmdrkr d«s MoAom&Iims. (Eitxat^U^ äes^AÜditiom ä la eünnah^dme 
des Temps pour 1840 J Alfergani und Vlugh^Beg verlsidhera AbsdrOck'^ 




lieb, die Mohainiiiedtai8ehe.ANM:*hiüki« Jkii;6iBeni Donaecste^e begonuen, ond 
beide baueu ihre Regelu. coiiaegaeot. auf jiiüi& • YoraoMMzong. Nun war 
aber nicht der 16te> soudero . der 19. iJüli 622 eio Odtaiierstag «}. Das 
Jahr wird in 12 Monate yoa ahwechselnd 30 und 29 Tagen getheilt, deren 
Namen diese sind: t . . ' : -: 

Moharrem von. 30<iTi|g6n. In ; Be^eb : ton i 30 Tagen. )>^ i ><! 
Safer W 29 - ^ A 4 Schabän - 29 ^i':^ 

^ Bebia I. - 30 -^ i^ BaiiadbAn >. 30 * ■ ^ 

. RebiaU. - 29 »-,i i Sdiöw&l >- 29 - ^ 
demädi I. - 30 - Dsilkade - 30 ^ ^^ 

demädi II. - 29 • -^^ -^^ DillWgö' - 29 - 

Im Schaltjahre erhält der^efzte Mouät 30 Tage, so dafs, vernanfiiiger- 
weise, der Schalttag kn ' das' %n^dd dbs 'jTähres tritt, wie im ursprönglichen 
Jnlianischen Kalender,' deius^d JähV ndt' dÜni '^t'sibn Blarz begann. 

, Die dreifsigjährige Periqde «njlhält 10631 Tage« welche Zahl daroh 
7 divtdirt den Rest 5 laist. Ans diesem Uin?fande werden sicn die folr 
gei|d«D Regeln, dpn ,..,,. „ , 
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zjn^lheftpiineii, Jeiol{t e^is^^ ]«s8e^ c^ (^%«>? i?Wpt,:fle(»Uwlei fiiw 
kUrong bedurften, wenn ich'nor T0f|^g|9^ J^,.^6i'pHt,MlhJ»f 
d^l J^banu. Kalender de|\tT^Ji¥> % ^m ^fM^MrlMn» *?<»& Xr ^agegeq 

nw. dvreh §0. Mm QltiiHmten <di»Haf> mtiUif^^^D^^ 
in Taf.IX., den Rest oben in Taf. X. und sehrab« die nekmj^mtm mmd 
vnler diesem siehenden Zahlen ein» utäei^'iXe<0tdere} unter eben dieselben 
schreibe man das gegebene MontttsddMn^'jitnd'-mdticA die in Taf. VUL a. 
neben dem Monatsnamen stehend» lAM ,^'':tiltdi^e diese vier Zahlen und 
dividire die Summe durch 7^;«o zeigt der Best den gesuchten Wochentag, 

'■■'■ ll?.>B.; Adf welcMr WiMrfiVitt^; firf f 8: lU<i^ 
' :»10 i8t> f 94'; dres duHjlr 99 HtvilKrtgteM'dlBi^'QIMttöiiied 5 tü^ den tt^ 4V 
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«) Hiermit wird natfi'rlith nt^t'm Hdgliehkeit gefengiiet, dals das historische 
Factum der Flocht MolUiiDmedii am 1& Jnli Suit gMlMM hftl^n könne. 

CreUe*s Journal f. d. M. Ba. XXVI. Heft 1% 6 
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Die AaordMng der Beate ia Tat X. ist eaqiiriadi gewÖBMS. Die 
wdcfce d#« : fli> f Ulf iipfi r dar: dKira^jifci ^§i ^ ff ti li di u iber eise 
WodwnaU ia AncUag briagt, erklärt sidi leicbt daraas, dals, da 
"lirVWii 7tflf'5 ia^, dfe db^jidte die rem 7«-f10 «der, 
. 7«4« KÄw fcte wfed: ' '' 
CwMtl aa eiKM Bk!ia|Mel in Üh^^Btf u se^geä, dafii er triAi 
15. JaC fi22 aaagebt, aebae icb rolgeodes an seiaeB Werke^ifeer 
(O^ ¥1 Seat. f. ^M> 41^ 5<Il =Bi. CirwMw.^ » Diania 
a47»* 847 dMb 210 dividiti lifitdeik Beat7t 
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Reduction des AbAammeduiischoii Datums i«f das christliche» 
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ai$i|ticli''wi^d, besteht d^nu, d^/ä mao Aas jn einem Kflend^r gegebene 
'da.tnm anf Yäge^ uää dfese' Äuzalit Voii Tagen danii^ ia^ dem andern Ka^ 
leoder auf Jahre nnd Mopale redppirt. Pie Taf^iu Vf. b. VIII. h. ^i. ancj Xll^ 
w^ea w£U> diese Reduclioiieii zu vereiiifacheu. Die beiden erstgeiiantitea 
^faibaheiij dfe' eine rar den Julianiscbea, die andere für den MoliammedaniT 
sehen KälenAer, die bei dem Beginne jedes Monats bereit!^ abgelaufenen 
iTtgä' des Jahres. Wenn man zu der eatsprecheudeu Zahl einer dieser 
V^felA 'ein 'gegebenes Maiialsdatnm addirt, so bat man dieses Dal um als 
i^M^stag', ä.li. vom 1. Jan. oder 1. Mob. au gezählt. Die Taf. XI. a. 
cnlbäU ja anbÜchfer Weise die am Anfange jedes Jahres der dreifsigjähri- 
i^bh Möbtiibmedaniäcben Periode bereits abgelaufenen Tage; wobei die 
Schaltjahre, schon in Rechnung gebracht und bei den folgenden Operationen 
nicht WbN'ei^ zu bei'd'cltsicbligen^.sind. Taf. XI. b. entbalt die am Schlüsse 
jeder 30jäbrigeu Periode abgelaufenen Tage. I« derstelfaen Weise giebt 
Taf XU. nnter a. die am Anfange jedes Jahres der vierjährigen Juliani- 
schen Perlode, unter b. die am KnÜe jeder vierjiTltrigen Periode bis 100, 
von da an die am Ende jedes Jahrhunderts abgelaufenen Tage. 

Hat man nun ein gegebenes l)alum im Mohammedanisclien Kalender, 
so verwandelt man da.sselbe auf folgende Weise in T;ige: 

Man mbtrahirt von dtr.i^^^fj^Jf^a^.Mi'^^f^tMmm 
P«^odpiztthl,ttu8,Taf. Xlyb, un.^ j^pfir^, dl^,^^^^^^^^^ von 

nehm, dein ^on^amjm.ft^^f^:^i(^ dof jif***i^t^?"*.W'VIftiifl2^ 
iiebcf auch Seae Svmme unf«fr ■^. '^^^\-*^^°^>Sf^'}li^VhiM^'i^^\- ^^M 
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ftit zu dem ffegebenen HoAcm^ tferflJommuk Tmge. ; « . N 

7i. B«: Es sei gegeben denS. Sebewal 847. 

840 aos Taf. Xl.h. ...... . 297668 

7 ans Taf.XI.ii./.. «,...• 21M 

8 Schew&l aiip Tüf^YllL. 274 

Summe . • • 300068* . 

Fiadet map die gegeben? Jahrzahl selbst in Taf. XL 6., so bat 
Dicht diese, sondern nacb den Worten der Reffei die nächst kleinere ml 
nehmen, weil das Jahr, welches man. zählt • also auch die mit ihni schlie* 
fsende Periode, noch niqht abgelaufen ist« Wäre z. B. irgend ein Piitom 
aus dem Jahre WO, gegeben , so hätten . wir aus XI. A. 960 uqd aus ]U. tu 
30 zu nehmen» i 

Wenn ipaii umgekehrt ^ eine Anzahl von Tagen hat, welche .qiHM^ 
auf Jabrö und Monate im Monammed. Kalender reduciren i9oIl| so iat dai;^ 
Verfahren dieses: . ' * 

Man su^tKqhirt von der ijfeai^enen Zahl die möglich ^jfr^teAnzßh^ 
vqnTagefi aus Taf. ^.'h. und Hotirt aie mbenfitehende Jahr^Mlä; roijp 
deni Rest,^htrahn't man die mi^twh^jfröfste Zahl von Taften aus XI. a» 
una aalEÖri ßie danehi^n stehende Jahr ZfM zu. der vorigen} vqm demRestei 
e^dmk subtramrtman die möaßch^arö/ste Zahl aus Taf. VlU. h. Der 
nest ze$jft den Monßtsü^. 

K . ' , , j ■ , • _ ■• ■• ^ ' j.-,-. ••, j;'''i- ., .'/ -■•. 

Z. B. SpOOo Tage auf deoL.Mohaniiiied. Kalender zu reduciren» 

900öiß8; dayau aiialr!^^^^ 
^'''- ^97668 bei dem Jahre 840 ' !' 

. 2400: davon aus XL a. 
2126 bei d0m Jalii» 7, 
274: davon m» Taf. VIII. 
266 bei. d^m MopM Sc^ew4L 

Denihacli ist diu Re«niltat 847. 8. tStcbewal. ^' . . 

Bs'lst Uer nur zu beachten, dafs -min, wenn hach Abzugs der deat 

Periiidenjidire edtsprechenden Anzahl von iTageu ein ftesl b^ibt, der klßinef 



• # • » I ■ 

»f.vin. 

'266 b^i dem Mbnai ocaewau 
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B^reiAs^MNrf^'d0A^'''tt^ fan Jolianiscbeti Kalender mud de- 

)i^ iii*<Mc)kaiftiMdttm*nJ^^ 0a aber bter der Zweck 

4l(ik9ef«*ilädttölfmiett die ¥«rgteidliiiig befder Kaieiider tee^ eb ist TaF. XlLo;^ 
^iMMm iii«^ mit Tieir Jaiife enthalt, »6 eingerrditet, dafa 632 al» erstes 
JÜil^/ all4} Ai^ dritte ala 434bahjiihr gedaebt iart. leb babe nicbc oOthig, 
die eben fillr den Moharamedanischeu Kalender gclgebeueu Regeln hier zu 
wiederholen, znmal wir sie nnUrn'^iii volUtlbdigeu Beispieldtt sehen werden. 

Um bei der Beduction der beMen Kalender sicherer zu rechnen, ist 
^s erforderlich, das in einem Kalender gegebene Datnm auf den Anfangstag 
des andern zu reduciren. Nun sind yom 1. Januar bis zinn 15. Juli ex- 
dnsive 195 Tage verflossen. Demnach' mufs man diese Anzähl von Tagen 
zu dem Mohammed. Datum addiren, um auf den 1. Januar 621 zu gelangen. 
SIbenso aber mufs maii von dem gegebenen Julianischen Datum 621 Jahre 
and 195 Tage anbrabir^n^ am auf den 1^ Mob. des Jdbres 1 zu gelangen. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Beductionsregeln 
selbst geben« an dene^:ni<;hts weiter zu ek*Iäutern sein wird. 

/. RcductioH d&ä Mohammedanisehen Daium$ auf da$ JuUmnseke* 
Man verwandle die gegebenen Jahre vnd Monate in Tage, addire 

dam 196, verwandte diese Summe in Julianische Jahre und Monate und 

addire zu der Jahrzahl 62f^ so ist' das Besuttat das gesuchte. 

Z. EL: Auf welchen Tag des Julianischen Kalenders fallt der 5. Re- 

b)a I. des Jaiires U259? 

^^-''''i2äO...V... 435871 

»!•?*> hui '"• "j:* «/>0" ' ' - QQ99 ' 

n»f i : .^:? -•!' .* :54:<i|ebiaJ. ■. • . 64 

oonatant •. •, « * • 195 



Ih: . t/T;. *1 



446052 
«V>. ./vV \\ ■■:'■ ♦dayoip;. . , 438300 = 1200 Jol. Jahre, 

1-4-. ... * ■.'■> -v; •...'■ ... 7752 

73Ö5 = 20 - 






t n 



447 

365 = 2 - 



, . . 82 1222, dazu 

"davon JMärz. aus Tat IV. ... 59 621 



23 1843 
r . .AnJLworh Auf.deo 23> März 1843, das ist, auf den 4. April 

teiov.'w* .-•••■■ 
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2. neducii0n^e$ JuUamsch^ Oßium$ ^fi\dQßM^^ffmm4mi^^ 

den'RestimTaffe. Vmdie$mTagm^irakk^j!mmi96y§f04n^ 
auf Mohanmedanhche Jakr$ umd Montote, sa ist iaa BewiM ^MiI^^MIhAM» 
Z. B.: Auf weiches MobamnediiiiiMhQOttimi fiel iet^J^ Oob \SJ^ 

. 15.82— '621 =52, 961f .i.!>^nusu m '/ umIi v'\ irjilt) ^\b 

900 Jahre = 328725 Tjage,rü ^ ... Uiuwk .mUulvfiyru 
60 • = .21915 -^r < ,;1>>J1 :.). i .: „,.j 

;.5* UCt* • • • =i= 278 - •/ ,::'. . iix 'n i!y in ^^^yh 

350918 - , ^rllrw --r/r <,(H -/;<nl» 

' . dayeto.; •, •* .195 * ! ,: mii.i,.*; .It^idituuiuMI mili m\ 

< j . .350723 - . "tw ; la >'i5iff! Diljt i*<i\^il'A 

davQg gehen . . .340192 ^. uu(9WJwkfe,j-HriV.\ bau 

. • . ■.. 10531 ^. .'. »ri'J'it; » ii i'".»ib 'in/ 

10277 -< ' iii:>i:!3© ^ ■-. an ji9<b«j »^illj^ 



254 - ..\ .'.©^flK. AVM^'.>js\v>A .\ 
Rama^bHQ - • * 236 - , ^\^^ .^vm^v^i auAIi 

Antwort: Auf den. 18. ftamndbÄu 900«> \ .\« *ts\« m^ ^\\V^\h\ 

Alle hier gegebenen Regeln gelten ganz ohne J^uscorankang. Sie 
lassen sich aber zum Theil sehr vereinfachen, weqn.man sie auf einen 
bestimmten Zeilraum beschränken, will* Als Beikptdl ^i^illrjch die Regel für 
die Berechnung des Gregorianischen Osterfestes im '^^enwärtigen Jahrhun- 
dert geben. ' ! ' 

Man n^He den Rest L a.^ dehHestll.H.'i^^mddire zu 44 dasjenige 
Vielfache von 30, toelches zuriächst kleiner ist als iia-\-6} von der 
Summe subtrahire maii Hi a, so ist 'der üeberschufs das Ostervollmonds^ 
datum, welches wir V nennen. :K-f 2 dividire man durch 7 und nenne 
den Rest r; dann dividire man den Rest b durch 4; der Quotient sei y/ 
b'\'r-\ q subtrahire man von dem zunächst größeren Vielßachen von 7 
und addtre den üeberschufs zu V, so ist dte aumme das Osterdaium. 

Zur Anwendung dieser Regel, hat^maii gar keine Tafel nothig, 
wenn man nur die Muhe nicht scheut^ die Divisionen der y^ih^M^jilbr^ 
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19 und durch 66 Vifanch anmufafarep. Aach Igfst de sich durch ganz 



c[!eine;Aeoderi^geii; auf jed«8 aJide^e Jahrluadert. anweiidßa,. iutleni mau 
nt-sUM flA (Vollotoudädatum für 4^0). lud. statt der 3 zur Anfsachung 
le^l Rräles V tZalU <u<l Jlf^- V. j die dem Jahrhundert egtsprecbenden 
«hslitli«. :■- • ■ i ■ '■ ' 

Tn FpnnelQ kann ^naii die Begel für gegenwärtiges Jahrhundert so 
iqadrM^eni : Die JatrzaU sei AT, ^as Oaterdatum 0; 
. W=i-19lii-t-o = J8fl-[-» 
'■ 4443Q*-e-ll<i = r 

;: „ i 30*<H'>+«. 

;■ • r+2 i= 7*-jll- 
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Zweiter Beitrag. 
DerKalender der Juden. 

Die Jaden habeo^ man weifs nicht genau seit wann, einen Kalender, 
der an KQnstlichlceit kaum seines Gleichen hat; Bürgerliche und religiöse 
Rücksichten und Yorurlheile haben in eine ursprängUch ziemlich regel- 
mätinge Anordnung einen solchen Wirrwarr gebracht, dafs dieser Kalender 
jetzt einem wahren Labyrinthe ähnlich sieht und Rechnungen in dem Ge- 
biete desselben zu den unangenehmsten gehören, die man sich denken kann. 
Ich habe mich bemfiht, durch Anfertigung einiger Tabellen, die ich in dem 
Folgenden motiviren und beschreiben will, einige dieser Rechnungen zu 
vereinfachen« Mit der Aufgabe, den Wochentag irgend eines Jfldischen 
Datums zu finden, ist es mir vollkommen gelungen« Die zweite Aufgabe, 
die ich hier mittheile, die Yergleichuug des Judischen mit dem Julianischen 
Kalender, habe ich zwar vereinfacht, aber nicht in dem Grade, wie ich 
es gewünscht hätte. Da ich aber zweifle , dafs bei der Verwirrung in den 
Elementen, auf welche diese Rechnungen sich basiren, die Aufgabe ein- 
facher sich lösen lasse, so trage ich kein Bedenken, auch diese hier mitzu«- 
theilen. Zunächt will ich, so kurz es sich thun lä(st, die Data auseinander 
setzen, auf welche meine Methode sich stutzt und welche zum Verständ- 
nifs derselben unumgänglich uöthig sind. 



Der Jfldische Tag beginnt mit Sonnenuntergang, iur welchen 
punet späterhin als feste Grenze 6 Uhr Abends nach unserer Dhr ange- 
nommen ist Diese Vorstellung, vom Einbrüche der Nacht ab den neuen 
Tag zu zählen, ist sehr alt; wir finden dieselbe schon im ersten Kapitel 
der Genesis: „es ward Abend, es ward Morgen, ein Tag'', wo wir Abend 
und Morgen umstellen wurden* Der Tag wird in 24 Stunden, die von 1 
bis 24 gezählt werden, die Stunde in 1080 Ch'lakim (Theile) getheilt, 
deren 18 also eine Minute ausmachen. Sieben Tage bilden eine Woche, 
welche mit Sonntag (nach unserer Zeit Sonnabend Abends 6 Uhr) beginnt 
und deren Tage ich in dem Folgenden durch die Zahlen 1 bis 7 bezeich- 
nen werde. Der Monat währt von einem Neumonde bis zum folgenden, 
und wurde in den ältesten Zeiten empirisch bestimmt, d. h. man begann 
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einen neoeii M onat, wenn man nach der Unsrchtbarkeit des Mondes zuerst 
wieder den sichelförmigen Streifen am Himmel gewahr ward; daher heibt 
der Monat Choiesch (Brnenernng), und der Angenblick jener Erschein ong 
der Moled (Gebnrtsmoment). Späterhin bat man fflr die Zeit von einem 
Moled bis zum nächstfolgenden eine bestimmte Zaiil angenommen, und zwar 
39 Tage 12 Stunden 793 Ch'lakim. In der Praxis wird diese Länge des 
Monats so dargestellt, dafs man ordentlich den Monaten abwechselnd 30 und 
39 Tage giebt. Zwölf Monate machen in der Regel ein Jahr aus, und die 
Namen derselben in ihrer ursprunglichen fteihenfolge sind: 



1. 


Nisan mit 30 


2. 


Jjjar - 29 


3. 


Sivan - 30 


4. 


Thamoz - 29 


5. 


Ab - 30 


6. 


EIul . 29 



7. 


Thiscbri 


mit 30 Tagen. 


8. 


Marcheschvan 


- 29 - 


9. 


Kiülev 


- 30 - 


10. 


Tebelb 


- 29 - 


11. 


Schebat 


- 80 - 


12. 


Adar 


- 29 - 



Gegenwärtig, ich weifs nicht seit wann, hat man den Jahresanfang 
um sechs Monate verschoben, und man beginnt das Jahr mit dem ersten 
Tage des Monats Thiscbri« Die erste Abweichung von dieser Anordnung, 
welche eintreten kann, ist die, dafs die Länge der Monate Marcheschvan 
und Kiste V schwankt, so dafs gegen das Gesetz der Abwechselung beide 
30, auch beide 29 Tage erhalten können; wir werden unten sehen, aus 
welchen Gründen« Sodann waren zur Bestimmung des wichtigsten Festes, 
des Passah (Pesacb) zwei Data gegeben; erstens sollte es immer auf den 
15« Nisan, zweitens aber auch auf den Tag des Vollmondes fallen, welches 
unmittelbar dem Frublingsäquinoclium folgt« Da nun zwölf Neumonde in 
der Regel um 11 Tage kurzer sind als ein Sonuenjahr, so wurde, um der 
zweiten Bedingung zu genügen, die Bestimmung getroffeu, dafs, wenn nach 
Abiauf der 12 Monate Nisan so frühe im Sonuenjahr zu liegen kam, da(s 
das Passahfest vor das Aequinoctium fallen würde, am Ende des Jahres 
ein voller Monat von 30 Tagen eingeschaltet werden sollte. Dieser Monat 
bekam keinen eigenen Namen, sondern hiefs entweder Adar Scheni, der 
zweite Adar, oder noch gewöhnlicher Ve-Adar, und Adar, noch ein Adar. 
Gegenwärtig liegt der Schaltmonat in der Mitte des Jahres, weil dieses 
mit Thiscbri beginnt. Wenn übrigens die heutigen Juden nicht den zweiten, 
sondern den ersten Adar för den Schalfmonat halten, und daher nicht jenem, 
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mudern diesem 30 Tage gebe% ood deeluüb aiidi die io des Ader faDe»- 
den Feste in Schalijahre in den zweiten Adar vencbieben, so iit dnn 
eine Caprice, ähnlich der christlichen, welche nicht den 29. , sondern des 
24. Februar als Schalttag bezeichnet. Bei der spatem Fiximng des Kalen- 
ders wurde nun bestinimt, dafs in einem festen Cyclns von neunzehn Jahreo 
allemal sieben, nämlich 3. 6. 8. 11. 14. 17. 19. dreizehn Monate erhahen 
sollten. Fassen wir das Gesagte zusammen , so erhalten wir folgende 
Resultate: 

Länge des Monats 29 Tage 12 Stunden 793 Ch'lakim. 

- Gemeiojahres • . 354 - 8 - 876 

- Schalljahres . . 383 - 21 - 589 

- Cjcius 6939 - 16 - 595 

Da wir vorläufig blofs die Wochentage, nicht die Länge eines Zicilranmes 
zu berncksicbügeu haben, so nefameu wir statt der hier stehenden Tage 
nur Ihre Reste von 7; was dann übrig bleibt, heifsc der Ckaraeter des 
Zeilraumes. Lassen wir zugleich der Kfirze wegen, und weil sich diese 
Zahlenformen immer wiederholen, die Bezeichnungen der Tage, Stunden 
und Ch'lakim weg, so erhalten wir 

den Cbaracter des Monats 1 2 793 

- - «> Gemeinjahres • . 4 8 876 

- - - Schaltjahres 5 21 589 

- Cyklus 2 16 595 

Der Anfang der Judiscbeii Aera, auf Tbiscbri redacirt, fallt auf 
Montag den 7. October des Jahres 3761 v.Chr., angeblich das Datum der 
Schöpfung, und zwar genau fiel der Moled Thischri des Jahres 1 auf 2 
5 204. Um nun den Moled irgend eines Monats zu finden, dividire man 
die Jahrzahl durch 19: der Quotient sei q, der Best r, so zeigt ^ die An- 
zahl der bereits volistäudig abgelaufenen Cyclen, r — 1 die Anzahl der in 
dem Cyclus bereits volleiioeteu Jahre. Es sei r — 1 =^^^, so dafs y die 
in r — 1 enthaltenen Gemelnjabre, s die Schaltjahre bezeichnet; m endlich 
sei die Stellenzalil des Monaldi iin Jahre, so werden wir den Moled des 
gesuchten Monats ans folgender Formel erhalten: 

(2 5 204)-f y(2 16 595)4-y(4 8 &76}^*(5 21 589) + (m— 1)(1 12 793), 

wo mau dann statt der vollständigen Tage nur ihre Beste von 7 zu oeiK 
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nen bat« Das letzfei in (m — 1} tnuhiplicirte Glied ist aber onoulz, weil 
man in der Praxis nie einen andern Moied, als den des Jahresanfanges 
branefat« Für die Praxis ist es aber zweckmäfsig, eine Tabelle auznfer-* 
tigen, welcbe den Moled Tbischri jedes Jahres direct giebt, zumal die 
Berechnung einer ganzen Tabelle der Art nicht viel weitläufiger ist als 
die Berechnung eines einzelnen Moled nach der eben gegebenen Formel. 
Eine solche Tabelle wird in zwei Theile zerfallen, deren erster der Moled 
des ersten Jahres jedes neunzehnjährigen Cychis, der zweite die Anzahl 
von Tagen, Stunden und Chlakim enthält, welche fflr jedes der neunzehn 
Jahre zu dem Moled des ersten Jahres zu addiren ist, um den Moled des 
gegebenen Jahres zu finden. Den ersten Tbeil der Tafel erhält man, wenn 
man zu dem constanten Anfangspunct, nämlich 2 5 204, successive immer- 
fort 2 16 595, den Character des Cyclus, addirt. Man kann sich aber 
dieses Geschäft sehr erleichtern, wenn man bedenkt, dafs 13(2 16 595) 
= 6 23 175, d. h. wenn der Moled des ersten Jahres des Cyclus A=p ist, 
80 ist der Moled des ersten Jahres des Cyclus A-\'13 = p — 905 Chlakim. 
Man berechne also durch successive Addition von 2 16 595 den Moled 
der ersten dreizehn Perioden und stelle diese in eine Horizontalreihe neben 
einander, und nun bilde man unter jedem Moled dieser Reihe eine Yertical-* 
columne, indem man immer von dem drüber stehenden Moled 905 Chlakim 
subtrahirt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 175 Chlakim addirt und 
1 Stunde subtrahirt. Auf diese Weise findet man die Moled sämmtlicher 
erster Jahre mit grofser Leichtigkeit bis zu jeder beliebigen Ausdehnung. 
Der zweite Theil der Tafel wird so construirt, dafs man an das Jahr 1 
den Moled 6 schreibt, an das Jahr 2 den Moled 4 8 876, den Character 
des Geuieinjahres; zu diesem addirt man wieder 4 8 876, weil auch das 
zweite Jahr Gemeinjahr ist; dann addirt man zu dem letztgefundenen Re- 
sultat den Character des Schaltjahres u. s. w. fort bis zum neunzehnten Jahre. 
Man findet diese Zuschösse für die neunzehn Jahre in der Tafel IV. un- 
ter dem Buchstaben D. Die Tafel i. unter dem Buchi^taben B giebt den 
Moled des ersten Jahres für die Vielfachen von 247 =r 13.19^ und rechtes 
von C die Zuschüsse für die ersten zwölf Vielfachen von 19; nur sind in 
den Horizontalcolumnen C die Tage, Stunden und Chlakim nicht, wie sonst, 
neben einander, sondern zur Ersparung des Raumes unter einander gestellt 
Man findet demnach den Moled irgend eines Jahres, wenn man von der 
Jahrzahl die zunächst kleinere Zahl, die in Taf. I. unter A steht, subtrahirt 
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uod den anter B stehenden M oled notirt. Von dem Rest eobtrahirt man 
ferner die nächst kleinere Zahl, die rechts von A steht, nnd schreibt den 
Aber derselben stehenden Moled nnter den erst notirlen ; den Kweiten Rest 
sncht man in Taf. lY. links nnd schreibt den nnter D stehenden Mded 
nnter die beiden noürten, so ist die Summe der drei notnien Zahlen der 
gesuchte Moled, oder kurz ausgedrOckt, der Moled eines gegebenen Jahres 

FOr die Construction des Kalenders gilt nun im Allgemeinen die 
Regel, dalls das Jahr an dem Tage beginnt, auf welchen nach der Rech^ 
nung der Moled Thischrt fällt. Besondere Rücksichten machen aber hie- 
von einige Ausnahmen uöthig, welche ich zunächst erörtern muls. 

Erste Ausnahme. Die Juden dürfen bekanntlich am Sabbat nnd 
an Festtagen nicht arbeiten, müssen also die für solche Tage nöthigea 
Speisen Tages zuvor bereiten. Um nun für die Bekenner des Gesetzes 
die Unbequemlichkeit zu vermeiden, dafs sie ihre Speisen auf zwei Tage 
vorher bereiien mösseu, ist die Bestimmung getroffen, da(s ein Sabbat und 
ein Festtag nicht unmittelbar auf einander folgen därfen. Besonders ist 
diese Regel für die beiden ersten grofsen Feste im Jahre, für das Neu- 
jahrsfest und das Yersöbnung^resst (Jörn Kippur) durchgeführt. Neujahr 
darf also nicht auf Sonntag und Freitag fallen. Das Yersobnuugsfest trifll 
auf den 10. Tbiscbri, lallt also zwei Wochenlage später als Neujahr. Da 
nun auch dieses Fest nicht auf Sonntag und Freitag fallen darf, so darf 
deshalb Neujahr nicht auf Mittwoch und Freitag fallen. Demnach haben 
wir das Gesetz vollständig so: Wetm nach der Rechnung der Moled 
Ttnsehri auf Sonntag, Mittwoch oder Freilag fällt, so wird der Jahres^ 
anfang auf den folgenden Tag verlegte 

Zweite Ausnahme. Nachdem man statt der Beobachtung des 
Moled die Berechnung demselben eingeftibrt hatte, hielt man doch noch in- 
soweit an der alten Sitte fest, dafs man nicht den blofs theoretisch gefun- 
denen, sondern den sichtbaren neuen Mond feiern wollte. Fällt daher der 
berechnete Moled so spät am Tage, dafs zu erwarten steht, man werde 
bis zu dem Ende desselben (6 Uhr Abends unserer Zeit) die Sichel nicht 
j, mehr gewahr werden, so zieht man es vor, das Neujahrsfest ebenfalls auf 

den folgenden Tag zu verlegen; und zwar ist als feste Grenze (tir den 
Moled die 18te, d. h. die Millagstunde angenommen. Man kann das hieraus 



liervorgeheode Gesetz aber folgendermftfsen beschrftnkeo : FdlU nach der 
Rechnung 4$r Moled Thischri Montag auf oder nach i8 Stunden, so 
wird Neufohr auf Dienetag verlegt. 

Dritte Aosnabme. Der Grand , wesbalb das vorige allgemeine 
Cresetz nor Blonlags Auweadang findet, ist der, weil von den drei öbrigeu 
Tagen, Dienstag, Donnerstag und Sonnabend, wegen der ersten Ausnabme 
das Necrfabrsfest nicht aaf den folgenden Tag verlegt werden darf. Hier 
combiniren sieb die beiden vorigen Ausnahmen, und das Gesetz beifet: 
Wenn der Moled Thischri nach der Rechnung Dienstag, Donnerstag oder 
Sonnabend auf oder nach i8 Stunden fällt, so wird der Jahresanfang 
zwei Tage später gefeiert und respective auf Donnerstag, Sonnabend und 
Montag verschoben. 

Durch diese drei Ausnahmen, welche man allgetnein nennen kann, 
weil sie von jedem Jahre ohne Unterschied gellen, erhält sowohl das 
Gemeinjabr als das Schaltjahr eine schwankende Lange; und zwar kann 
das Gemeinjahr 353, 354, 355, das Schaltjahr 383, 384, 385 Tage umfassen. 
Diese sechs verschiedenen Jahre sind aber auch die einzig gestalteten, und 
man nennt sowohl das Gemeinjahr als das Schaltjahr, welches auf die 
Ziffer 4 ausgeht, regelmäfsig, das auf 3 mangelhaft, das auf 5 überschüssig. 
Dargestellt werden diese Cnterschiede in den Monaten Marcbeschvan und 
Kislev, von welchen im regelmäfsigen Jahre der erstere 29, der zweite 
30 Tage bat; im mangelhaften Jahre haben beide 29, im uberschtlssigen 
beide 30 Tage. Da aber zuweilen der Fall eintritt, dafs die erwähnten 
Ausnahmen ein Jahr liefern, welches nicht innerhalb dieser legitimen Gren- 
sen Hegt, so werden noch zwei specielle Ausnahmen nötbig. 

Vierte Ausnahme. tVenn der Moled Thischri eines Gemein^ 
Jahres A, Dienstag auf oder nach 9 Stunden 204 Chlakim fällt, so wärde, 
wenn wir dazu den Character des Gemeinjabres =4 8 876 addiren, der 
Moled Thischri des Jahres A'\'l Sonnabend auf oder nach 18 Stunden 
fallen, Neujahr des Jahres ^-f^ ^'^^ erst Montag eintreten« Dadurch aber 
erhielte das Jahr A eine Länge von 356 Tagen, die nicht gestattet ist. 
Daher wird in diesem Falle Neufahr des Jahres A von Dienstag auf 
Donnerstag verlegt. 

Fänfte Ausnahme. Wenn der Moled Thischri eines Gemein^ 
Jahres A, welchem dn Schaltjahr A -^1 unmittelbar vorhergeht, uufMan^ 
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tag 15 Stunden 689 Chlakim oder spdler fällt, so ist, weiio wir davon 
den Cbaracler des Scbahjabres = 5 21 589 sublrahiren, der Moied Tbischri 
des Jabres A — 1 auf Dienstag 18 Stunden oder später gefallen, Neujahr 
also von Dienstag auf Douuerstag verlegt worden. Demnacb hatte das 
Scbahjabr A — 1^ wenn das Jabr A wirklich Montag anfinge, nur eine 
Länge von 382 Tagen. Da ein solches Jahr nicht zulässig ist, so wird 
in dem Falle das Neujahrfest des Jahres A ton Montag auf Dienstag 
verlegt. Da dasselbe nach der zweiten Ausnahme auch schon geschehen 
würde, wenn der Moied des Jabres A auf Montag 18 Stunden fiele, also 
zwischen der Veranlassung der zweiten und der fünften Ausnahme nur ein 
Zeilraum von 2 Stunden 491 Chlakim liegt, und aufserdero noch die Be- 
dingung hinznlritt, dafs das vorhergehende Jahr Scbahjabr ist, so ist be- 
greiflieb, dafs diese Ausnahme seilen in Anwendung kommt. Wenn der 
Jüdische Kalender wirklich von dem Datum herrührte, von dem seine Be- 
rechnung ausgebt, woran freilieb nicht zu denken ist, so würde doch in 
den 5600 Jabreu, welche er bis je(zl hinter sich hätte, diese Ausnahme 
erst ein und dreifsigmal, also durchschnittlich alle hundert und achtzig Jahre 
einmal vorgekommen sein. Zuletzt traf sie ein im Jahre 5519 (1758}, 
und das nächstemal wird sie im Jahre 5688 (1927} stattfinden. 

Nun noch, bevor ich weiter gehe, ein paar Worte über die Namen, 
mit denen die Jüdischen Schriftsteller diese Ausnahmen bezeichnen. Be- 
kanntlich drücken die Juden die Zahlen durch die Buchstaben ihres Alpha- 
bets aus. Die Bildung der in Rede stehenden Namen geschieht nun in der 
Art, dafs sie die Veranlassung jeder einzelnen Ausnahme in Zahlen aus- 
drücken und die Zahlbucbstaben als ein Wort aussprechen. Die erste Aus- 
nahme hatte ibre Veranlassung in den Tagen Sonntag =■ 1, Mittwoch = 4, 
Freitag =6; nun ist \ = a^ 4 = i/, 6 = r, demnach heifst diese Ausnahme 
Adu. Die zweite hatte ibre Veranlassung in den 18 Stunden; nun ist 
10=y> 8==cA/ daher der Name Jach. Die dritte ist die Combinatiou 
der beiden ersten und heifst darum Jach' Adu. Die vierte rührt her von 
3 Tage 9 Stunden 204 Cblakim; nun ist 3 =^, 9 = /, 200 = r, 4 = rf, 
daher der Name Gatrad. Die fünfie endlich wurde veranlafst durch Montag, 
d. h. 2 Tage 15 Stunden 589 Cblakim; nun ist 2 = i, 15 = /i; (d. L 94 6), 
500= M + A: (400-1 100), 80 = /?, 9 = /, daher der Name Blulhakpat. 

Um die Wirkungen der fünf Ausnahmen, deren stete Berücksichti- 
gung begreiflicherweise die Rechnung erschwe.. und häufige Rechnungs- 
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fidilefi begiiii8tigtj''demAa^e(£ra vergegfiiivri^ gebe ich folgende klehie 

TAÜel^ :wticbe fordie dret.CUassen von Jahren/ auf die es hier ankoinait, 

* — 

nandidi ScAaltjaihr^ Gemöinjahr . nach einein Scfaäl^hr, und Gemeinjahrnaoii 
einem Gemeinjahr, )den frühesten Moment angiebt, in welchem der Nenjabni^ 
tegjfjfliif den Moben umnannten }Wochen(ag räckt Die Jahre des Cjclns sind 
Hnfas 4Bndii ifane iStelleozahien vertreten. 
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Diese Zahlen, weiche auzeigen, in welchem Momente der Neqjahrs- 
(ag auf den darAber stehenden Wochentag rückt, wollen wir. die Tagts- 
grenzen nennen« Das zwanzigste Jahr, welches das erste im folgenden 
Cyclns ist, habe ich hiqxugenommen, weil wir es kflnftig zur Bestimmong 
des neunzehnten bedärferu 

Zur y#llstan4igeu Bestimmung eipes Jahres nun gebort: l)'die Kennt- 
ui(sy^ob es.ein Gemeinj^ oder eji) Schaltjahr ist} 2) der Wochentag; auf 
1if0lcb9n4€9r erste Thischri iiX^\%^ derWofCbentag^ auf welchen der erste 
Tbi^ri des figlgenden Jahres fällt. , Diese drei Data, welche die Juden 
iüpirth nennen, reichen zur QonstrußtiQfi . des Kalenders bin. Das erste Dth' 
' timi ergiebt sich, wenn wir die Jahrzahl durch 19 dividiren; ist der Rest eine 
^r.Zablen 3, 6, 8, 11, 14j 1? oder 19 (^0), so ist daft Jahr ein Scbdt* 
jalir vnd hat. dr^ne^^ii Monate; in allen i^0ri| iPäUen ist es ein Gemeinjabr. 
Sta<>t >d^ dritten Datums,; jl^önute ipan a^uch die Jafaresl&nge substltuiren, 
doch ergiebt sich diese nicht so unuyttelbar aus der Rechnung, wie der 
Anfangstag des folgendea. Jahres, voa dem ^jena^ abbangt.: Zählt man vom 
Anfangstage |es Jahres ^^^ bis ttum) Anfatfgstiage des Jahres A-^-l und addirt 
den Abstand j beider Wochenlage im Gemeinjahr zu 350, im Schaltjahr 
zu 378, so hat man die Längendes Jah^^ ^. Hier noch einige Betrach- 
tungen Aber -den Zasammenbang der Anfangstage mit der JahreslAnge. 
Wenn man d«^ Jahreslänge durch 7 dividirt und deor Rest am dem Wochen- 
tage addirt, mit dem das Jahr A anfängt, so zeigt die Summe den Wochen- 
tasT, mit dem AHia JilktÄ-{-i aMngt. Fällt, bei dieser Rechnung der Jahres- 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XXVf. Heft 1. 8 
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Mrfaiig 4e» Jahres A-^-l avf Sbnaisg^ MHtwoeli oder Freiüi|rf ' ^' nt^te 
eui Zöiobeu^ dafs eiu Jahr yod der aDgenodiiieiMQ Lioge mit ^dea tiwgp ' 
dOBuneden Wochentage Bicbt begmoen köune« Z. & 354 lalal diteli. 7 
dividirt den Re8t!4; addiren vfw diesen Reat su den vier Wodwatageii % 
3, 5, 7, mit denen ein Jahr anfaogea kann, so siad die Sommen oder Are 
Reste von 7 respective 6, 7, 2, 4, von denen nur die beiden mütlemi wie^ 
der Neujahrstage sein können; daraus folgt, dafs ein Jahr von 354 Tagen, 
d. h. ein regelmafsigos Gemeii^abr, nur an den Tagen Dienstag «nd Donners- 
tag, nicht Mdkttäg utid Sonnabend begiunen könne. Die Zahl 385, die 
Länge des Oberscbässigcin Schaltjahreii , läfst durch 7 dividirt dien Rest 0, 
daher faagen, webn ^ ein öberflässiges Schaltjahr is(> die Jahre A und 
A'\-\ immer mit demselben Wochentage au. Da keine der öbrigeil fMaf 
Zahlen, welche die Jahreslängen ausdrucken, durch 7 ohne Rest sich di- 
vidiren läfst, so gilt der eben ausgesprocheue Satz auch umgekehrt: alle- 
mal, wenn zwei ITahre hintereinander mit demselben Wochentage beginnen, 
ist das erstere ein überschüssiges Schaltjahr. Von der ersteren Regel 
kommt nur eine Ausnahme vor. Die Grenzen des Hfoled, welche den Neu* 
jahrstag eines Schaltjahres auf Dienstag legen, sind von 2 18 inclusive 
bis 3 18 excinsive; addiran wir zu beiden Tagesgrenzen den Character 
des Sobaltjahres, so erhalten wir den Moied Thisehri des folgenden Jahres 
innerhalb der Grenzen 1 15 589 {ndusive ntid 2 15 589 exclosive; dämm 
firfgt, dafs, wenn ein SehattjlfAr Dienstags beginnt, das folgende Jahr Sanier 
Noatags anfängt, das Jahr also durchaus nur regelmäfsig sein, kann, tü^ib 
Mgeade kleine Tabelle, welche oben den Aufangstag, links die Länge i^ 
3 An» Aj in ihren VonAs den Anfaiigstag des Jahres A-\-\ giebt, ^ird hier 
znr Uebersteht dienen^; die leereta Stellen im Fonds der Tafefl feeigen nn^ daf» 
der Alifangstag oben Mit der Jahreslänge links nicht zusammentreffen könne. 

Taf. Q. 
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Aos dieser %tfel kann man audh' leicht, wenn die Anfangslage der 
Jahre A und ^-ft gegeben nhs&j idir-Länge des^ Jahres A finden, wenn 
man nur weife , ob! dasselbe C^einjahr öder 'Sdiai^abr ist. 

Bezeichnen Wir nun diejdrei Bestimmungen reßeknäfsiff, mangelhafl, 
überflüssig mit ihr^ Aflfa^gdbudhi^beai nnd zwar im Gemeinjahr mit dem 
kleinen, im Schaltjahr mit dem 'gröTsen Bnchslaben, unl setzen wir diesen 
Buchstaben den Affangstag des Jahres als Zahl vor, so haben wir eine 
sehr kurze aber ganz voHstäudige Defitd&oh des Jahres, welche Alles 
enthält, was zu der ConstructIoQ des Kalenders zu wissen nöthig ist. Von 
den möglicheu 24 CQmbination«in, der fiUemente m, r, u, M, R, U mit 2, 
3, 5, 7 sind aber, jwie.^ie leiste Tafe^ seigt, nur folgende 14 reell: 

i 2m, ^it, 2M, HV^ 

' 3r, 8«> 

. ör, 5tt» 5Mf 5Ü, ^ 

'' 7m, 7u, IM, 7V,' 

Wir haben also, wjenn.wir'den Anfiiugstag, die Jahreslänge und den Sthalt-* 



monat berücksichtigen^ vienBebn von mander verschi^ene Jahre als die 
einzigen, die bei dfer ^ewigen Wiederkehr des Jidires ii|i Kalender erschei- 
nen können. i 

Nach diesen Yorber^ungiBii woIIjhi wir nun %w Sache selbst schreiten. 
Dämlich TAX der Cc Wi s tf uetio n -eHier Tafel , -wriebe iwt die Praxis die bis- 
torigen Schwierigkeiten beseitigt, indem sie die Berechnung luid Betraob- 
tung des Moled, so wie die BeröciFsichtiguDg der fünf AusnahmcMi nnod* 

itOgäinaiclit. 
||t( '.rij :\ Zkttifiehst iist kkori^ daüs iiait dtom IMed ThisdbriHles lersten Jabnes 
ieines^C^f^Ivsderltfdled jedes Jahwes des Cjelus, also sMJk die.wkUiolraD 
JafavMMiftnge «ämmtlidiw 1^ gt^gebun sind. Se oft dabttr 

«wei Oyetea mit denselben Sfoied ICfaisehri begiDuen, iei .«Ue OB«iheiif0lge 
^ftor<4biidh die ^ oben füküried Zeichpott definiften fieschaffisnheit ider Jhinß 
tltt'beMkin€yvlenidmelbe« Nebmen^'wir also für ^en Moldl TUw^ 
'üisteii Jahres die >ftiiheeie Öneszewiv bei welcher der Ncsyplirstag ^teses 
jJiihrM Mf Jfevtag HUt, «bo 7 18 0^ m wird die AeilienMge der jlitbre 
>idiMes. Cyidoii, wdehe man findet, ynm» man zu 7 18 .0 <dik in TaC^ !¥• 
flotJST'iP siMienden Zahlen addirt, ^foJgMde sein (}die^bal^ahce sioAlMit 
oliMMi^iSteraolien beiitiohneQ: m>ü.. :^ 

8* 
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Dm «wamugste Jabr aufste biaziigeaoiiinieii werdea^ weil.. an Aemmtjkm 
die Defnttimi des neenzehntee eidi ergiebt* . 

So oft der Moled Thiscbri eioes eretea Jabres aaf 7 18 füllt» fiaM 
iMmer die bier g^;dbene Reibe io deii Jabre» des Cjdi» atalfc.. : Stellei^ 
wir «HS nee dea Moied des erateo Jabiee vea 7 18 aieb eantteeiilieh 
dereb alle aiebeo Wocbeetage biadncb fiMtbewegead vor» bis er ^Mader^jrijf 
7 18 gelangt, ao werden alle AhrigeQ Meled dieselbe oeatinniriicbe Jtog^ 
weigeng autttacben» bb sie wieder anf ibie Stelle gtlaagen. . Ni<ihliXo-4b» 
Aiiaogatage. Se oft niailieb der Meled irgend eines Jabiea eioto 4ibt eben 
in Tat P. gegebenen Tagesgrennen «erreiebt, ^wifdr der A nfiingat^i^ ;4ea 
Jabres tef den folgenden sniassigea Wocbentag binibersprnigea; JSi^M 
%. B. nacb Tafel P. die Tagesgreone» an weleber der A nfa^lig> eeKp 
Jab^ Ton Donnerstag anf Sonnabend springt» 5 18 0$; in des VaM: JL 
aber haben wir den Moled des fönfien Jabres 5 17*i067: albO: isUlwBnilhff 
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RW ' nodi 83:|EUailEh^ Üer «ielistemTageil^Me >nial%p^t,jii#i1(^ also 
toi' ijenw :«cNlfUtf(iMioh0fr' 1^ Mried 4e»4 en#eo J$hKfiß niif 

?' i|S>33 gekoameft lit, koDkm« dW^Molad dm fiuifitea Jtinea aif 5 18 
«fld «whi AiifiEuig«tag''8priogt pfötKliek'Vim I^ ^Oa«: 

dorefa wird abtt xu^eieh «das viertoiidlubriiid ^ aiwei 7a^ : laager, erbak 
9in statt des Zeioliabs 3m das ZeidieQ 2tfi und es treten in .4fi^JR6il||' 



der Jahre folgende - Veräudemi^eb ein 
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üa iiidesseu bei der gerijigän Di0i^reoa& vop !23;€blakim kein einz^er Meled 
irgend eine« ändern Jahres ^^iues^ner T^gesgreuzen erreicht hatLso bleibt 
in der ganzen Reibcf^ anfser dein; vierten and fünften Jahre , AIks unver- 
ändert. Sobald alsa M oted Thischri eines erften Jahres innerhalb der Gre^ir 
zen 7 18 inclusive und ^ 18 !^3 exclisite liegt) giebt die Tafel &<|j|^ 
constante Reihenfolge ^r, Jalire| Bei 7 18^23 ti^itt die eben ||^i?^nte 
Veränderungen, iktd diese abue Reihenfolge bleibt vrieder coastant, bis 
ein anderes iJiihr eiiie eetoerTagesgreozeo erreicht; dies geschiebt bei 
7 20 537 1 hier wird der Moled des zdMeu Jahres 2 18 0, sein Anfangs- 
tag springt also vfitn jllön(|ig au^ DieniHg, wodurch zugleich ^as neunte 
Jahr um 0inen Tag hinger, aliif^ aus eineto re^elinäfsigeu ein uberscbfissiges 
wird. Und so weiter fbrt.^ Da^;ttun der lfole4 jedes der zwanzig Jahre in 
Tafel ü«; auf 'die es hier aukon|mt, seine vier Tagesgrenzen zu passiren 
hat, so werden, während deir Afpled des eßsiten Jahres.die sieben Wochentage^ 
durchläuft^ im Ganzen achtzig ;Teräuderuiigen der Anfangstage vorkommen. 
Es ereignet sich abeir, .da(s v^n diesen lacbtzijg Veränderungen i^unzehn- 
mal zwei In demselben Moment^ eintreten, indem jedes Jahr einmal mit 
dem auf fjim fojigemliäln ^qgleic^ eine Tagesgjreb^e ^irreicbt. : Es Ueibeu alsC^ 
nur ein i^d secbsfll^ wirktichei'yeräuderungsmomente übrig, deren Grenzen 
man sehr leicht soTfiuSen kann, dafs man den Iklöled jedes Jahres der 
TiM Ji #011 deif 'VlMr deih'^ähi« ent8ßi«dHHid^ Ta^t^^ in Tafel P. 
iaabtraUrt, die a«bfz% {lesie;'-'#6R^ ttr •«1' stmaMdM^ nach ihrer 

Ortfce ierdner und «W T 18 isä^lH/^^ 1^ 

diib Ifoled des emtei JMres* ^k \We^ der Reihe der 

üipwpohn Jahre vei^gdi^n. 'WirwdH^n dieiw<0teii^^^^ Am ernten 
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3, J^tt4tmtMH, .Beilbeägf. <BMr».Cii r < n i i p j ri<r»- 



Jftbr«» tFiJwyiwjiwwiii tut\4/fiuwiL lob. ktfc». .HiiiiiiiWi^wm,' dedM^iMf; 
MliriHiy«hi«r ohpe Intensa» «elo wöi^^.:diweliigidf(thft»iiail4itkeil(i in lilg^odec. 
Tirf»elle Am Renllat niL . Wb bnite RriMriktiuks eathilt die fprtlM|Me ^ 
N«inmöp:<ier filiUebergMgammiidute^ /widkAe Iv^r ^.Zakl Z aotttti > wollbn« 

t^ ftM\'eite eotbfilt diese UebergattgUMinMote- seÜMt} die. dritte: die Stetten^ 
hl >de4 'Jabre im CycliMi deneu:- JUifiuigsUig bei -den jleoebenalsheiideii 
Uebergangsmofteute auf den folgeodeit We<ten(ag fAberaprittgL 



7 18 
7 18 
7 20 




'23 
687 



7 20 560 
1 408 



5 
7 



i 

4 
1 
1 
1 11 



333 

870 

9 204 

9 227 

741 



1 22 1051 

1 82 1074 
8 406 

2 2 922 
H 5 379 

, e 14 152 

17 2 14 175 

18 2 15 589 
2 18 23 
2 20 560 



3 

S 

3 
3 



1 485 
5 333 
5 



356 

87« 

9 201 

9 227 

741 



25 3 

26 3 

27 3 11 
281320 537 
29| 3 20 560 
30 I 3 22 1074 



1 
5 

13,14 
3 

18 

2 

«.7 
10.11 
15 
19 

3.4 

7.8 
17 
13 
16 

1 

4.5 
14 
20 

9 
13 
17 . 1» 

1.2 

6 

ii 

10 - 
14.15 
18. *t 



1 



» 



31 
82 

az. 

34 
35- 
3» 
37 
•38 
39 
40 
41 
42 



45^ 
46 
47 
48 
4» 
50 
51 
52 

53 
S4 

95 

56 
57 
56 
59 
60 



4 
4 2 
A4i.. 
4il 
4 14' 
18 
1 




.4- 
A 

5 
5 
« 
5 
•5 
5 
5 
5 
5 



2 
2 
5 
5 

■♦ 
9 
18 
20 
20 



jn8 

.741,. 
175 
«3 
485 
899 
92» 
356 
379 
20t 


537 
5C0 



5 22i074 
« 406 

6 7 810 
6 11 716 
6 11 741 
6 14 itSi 

6 22 1051 
e 9» «074 

7 2 



!■ 



7 
7 
7 
7 

3 



2 
5 
5 
9 
14 



922 
356 

'«2 



3 




8 




7 




11.12 


# 


15.16 




S- . 


• • 


20 


1 

' • • • 


4 




8.9 


" 1 ; 


».13 


^ 


17 




2 


* ^ • 


».6 ; 


• 


1 




9.10 


• • 


14 


** 


19 




2.3 ■ 


' - ' 


i6 


• * « 


7 


• 


11 


» 


16 


• * 

• • - 


15 




19.20 


■ ■ k • t 


4 


• 


8 




13 ' 


' •-. a . • 

* 


iS.it 


• * • 

1 . 


« { 


■» 1 _ ' T fe 


72 ' 


•.!• k* 


20 1 


.... 
* 1. 



^ 






WeM MaftttMi aadi aiaali«abe dioM« T«M «Ü dar ia TafeLÜ. ^Igt. 



v« 




jade danallM» Mt dar ihr 
« Tat Jt. 1 «iftiÜ, attjuifc 
habo «Ki ««Me di» 6| 




Z«blZ bcnwbMl, 
die T^^iL« «4ldha iah 




; nun iiab6n wir in TÄferT. ' " 



Ww 



mm^'ZiMXBeht sel^^t ja ^Ude 4f)üHti g4Hni[%Uofliiihl liidsei^SafaM^ 

wwidotig^ gibmitneii. ^ Cw^bwohl Mm teh^^tk^Täfid-i^ mh^ 

tbeiieii wdlen, ebeb weil sie ;4»ifa teMolf 4%g^hlMbeliee €rMsb«r enlbi^^ 

^ ' Weyb ' will' DM> fOr df » üitifiiiig ir^eiid ^inetrOsnolb» ma« Tal^ IJ defi 
M<)led nimmt, indem man von der Jahrzahl die nM^«l 'kleinere« ZaMh aas 
der Verticalspalte A subtrabirt uiicl: den ] 1^^ in der Horizont^spalte A 
sQcbt ujud die beiden «Q dec.^jubtjrahjirteu Zahlt. und. za dem Reist gebönisiii 
Moleds B und C addirt, wenn i^|^.f|aun Riesen Moled in Taf. «S!. aufsacbt 
und nrit der aeben der nächst kleinern stehenden Zahl Z in die Taf. II. ^ 
gel^go ziiigjt^'iA^ tOtt^&Jik 3iiU dea Cjclbs ' den ÄhYäng8tä|f und die 

Länge iri döii; obW b6s6h '-*^ -^ '^ -^^ " :^^...^.-^.- ^^^..^i-.^ 
die JndeA das Jabr;^(IÖi3. 

In der ViBrtföais^afte^ A . . :\ .5434; dÄzu » =^ 1 10 814 

M - -' Hjh'lÄonfälspaitö i^ r. : 158;'dtöaÜ7 — 7 12^ 44Ö 

Moled des Mij^ 5587. = 1 ^FlT? 

0er nächst t^leinere t^^^rgaligsmoment in ft^Ck" ist 1 23 1074V'-^e ^ 
zugehörige Zahl Z ik \t üiese Zaht ^ = 12 suchen Wfr tTnks' irt 
Taf. 11«, soezeigt die dabei stehende Reihe ditf^flfescfiaffenheit der Jahre 
des ^anzeiQ^ gegenwärtigen byclus. ;Der Rest' 17^ 'den man nach AÜvug 
der beiden Zaiflfeu aus Taf/ i. vonf der JaTii^ahr5603 erhält, zeigt an, dafs 
gegenwärtig^ Jabf daiT 17(e'im 'Cyctns' Ist. iSucbeu v^ir also in Ttif. 11. |^ 

obeÄ 17, W fitadfen wir in der ISfen Reihe dazu die Vte&tüßcfn 2üy i. h. 9' 

gegenwärtiges Jahr ist ein Schaltjalur von 3R5 Tageir| ^^ Wll|te a» elnert 
Montage l^ganli. ' • » - 

'■'^ EMUr d€fii '^piiaeßseben Gebradch habe ieh die Taf.l» ki der Art noch 
beqoemei*' eiiigeriöhtet, dafii feh iti dfieirelbe g^dez« fflr jedes Vielladie 
tan* 19 die im CycHtai zngehAi^ige^ Zaht Z ein^tragen iiabe, so dal«f die i 

hier bben' g^eb^e' Taf. lSr ubei4^ wiHl. Wenn wir also von der 
JahrMfbl die nächst kleinere 2aM^ ans der Verticalspake ^ sobtrahiren und 
itf ^diM d«Hi&ottAifepall«'it 4ie lS«lki>stfcbeti, welelfe zebäeUst IcleinUr ist als 
der Rest, «o steht du ^^ #<^ die Selten der baden Zahlen sieh begegaei^ 
ditf|toi8u^ ZAhl 2r;^M B; lA jtoita eben berechneten Behpiel flnden wir 
«it &84 und 152 die 2ab( i^y H daCb li^ir 4ee Mefed gär nicht bereeb^ 
fM durfoll. ^ » «» 
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fIM Sj^^essßtmMHHß Beitrüge zmr Ckratkologie^ 

'iMUVViBk abbr die euMte imtmer ^n%iibefi mögUolM^'iirolMiiidig u l&M» 
"^ittteilch Bocb die TaCIIL^bitmiigefagti wetq^ de» Wochentag aounlgf^ 
der in. jeder der vierzebn. Formen jde^.Jabres iijl|'et6teii Tage jede» Afof 
iiäte xbifiergebt. ." Dia DefiaMionateicIieii !ilber 'ii9»^ naeh den 'Zahlen g»T 
ord|if)if 80 dafisr snerrt die tier^^an Blontage hegianenden Jahre, atehen u, &; w« 
Nach diesen ErUarnngen wjrd 4h9 fplgendettykacIlaoheBegel keioea Com- 
oienta» weiter hedärfen« ,/: 

■ ' Kt9t9' Autgtiht: " * ■ • 
Deii Wochentag irgetA'einea gtgeheiien Jüälschen' Dnintaü 

^ • ■ . ' t *■ f 

^u finden. » 
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Man 9uhtrahire vtm der Jahrzahl die nächst J^ffin^re Zahl l ms 
der Verticalspalte A, pm dem Ueberechufs dif nächst kleinere Zaalhue 
der HorizolUalspalte A^ der Tafel L und sufihfi diesen zweiten Rest obm, 
die im Fonds der Tafel L ^ wohin die beiden subtrahirten Zahlen zeigen, 
befindliche Zahl Z links in Taf. IL; das ausJ^ßflL gefundene Defini-- 
tionszmchen suche man oben, den gegAenen Monat links in Taf HL, 
ßddirß das Monatsdatum zu der in TafiÜL gefimdenen Zahl und dE^- 
vidire dießumme durch i, so zeigt der Siesf ^efi gesuchten WocheiHag. 

,.,,..; Zi. B. Qer 15. Nis8Q ;^603>, . : :,,,f^[, ..,• .„:..., 

Äfüchst kleinere Zahl »na YetL.A . . . 5434, Beat. 1691 - ^ .. 

.-' . i .-; - - - .iBoria. A . ._, . Iö2,, Rept ITf ^ — ^^' ..,;, 

1^ iinks, 17 oben in Taf. lt. zeigea aaf 2<7; 2 C^ oben, Niaao linka m 

a Tat 111. geben. :^^ dazq 15, Suninie21, Best ven 7 ist 7, «lao der gesocbte 

Wochentag fiiiönabend. 

Diese Aufgabe ist also vollständig gelöset. Wir schreiten nun. 9a 
der zweiten schwierigeren Aufgahe» sku der VprgleiehjttQß « des . «lOdiscben 
Kal^ders mit dem JaUaniacben. AVir haben qb^p ge^ebpn» dala der aepart 
zehnjährige Cyclos der Juden einen i^itr^um top 6939 Tage« 16 Standia« 
595 Cblakin umfafstj neunzehn Juliarnnhejahre .alod, gleich 6939: Tafpta 
18 Stunden, der Unterschied beider Kaleqder i«t alao hf 19 Jabren tJStiß»^. 
485Cbfidun. Auf die Jahrsablen bat ^K^mm- geringe .Dat^inKdiieil^ kefn^ 
Binftofii, sondern er wird sich vorläufig, so weit fOr; una die Berecbnuag 
des Kalenders von Interesse ist, nur airf Tage erstrecken. Nun h^gßnfi 
die Jüdische Aera im Jahre 3761 t* Chr. Geb. Nennen wir dabeii^.4aa 
Jüdische Jahr J, das christliche, in welches der Anfang jenes fällt, wffuii 



S. Nesselmann, Beiträge ^ur. Ckronöloglc. 65 

68 vor Cbr. Geb« liegt, C^^ Dach Chr. Geb. C, na gelten folgende Formeln: 

J = 3761 + C = 3762-C,, 
e= J — 3761, . :; 
C, = 3762 — J. 

Die Aufgabe, das Datum eines Kalenders auf den andern za redu- 
cireii, müssen wir in zwei Tbeile theilen; nämlich in die nugefahre Bestim- 
mung des Datums, und in die bernacb yorzonehmende Regulirung dieses 
ungefabren Datums vermöge der ersten Aufgabe. 

Die Taf. lY. eutbält links die Zabl der neunzehn Jahre des Jüdi- 
schen Cjclus, unter E den Jahrestag des Juüaniscben Kalenders, vom 
1. Januar an gezählt, der dem Jahresanfänge in dem ersten Judischen Cyclus 
voranging* Addirt man zu dieser Zahl 1, so hat man den Anfang des 
entsprechenden Jahres im Julianiseben Kalender. Die Zahl unter G in 
Taf. VI. zeigt deq Tag, ebenfalls vom 1. Januar gerechnet, der dem An- 
fange des dabeistehenden Monats vorbeigeht. Subtrahiren wir also von 
der iZahl E (Tal. V.) die nächst kleinere Zahl G (Taf. VI.), so erhal- 
ten wir da«) Monatsdatum im Juiianischen Kalender, an welchem das eiit^r 
sprechende Judische Jahr des ersten oder Scböpfungscyclus anfing. Wären 
nun das mittlere Jüdische und das Julianische Jahr einander völlig gleich, 
so wArde diese Operation den ungefähren Jüdischen Jahresanfang iirTagen 
des Juiianischen Kalenders für alle Zeiten geben, nur um einen oder zwei 
unsicher, weil bei der Taf. V. die Ausnahmen des Jüdischen Kalenders 
nicht berücksichtigt sfnd. Aber neunzehn Jüdische Jahre sind itm 1 Stunde 
485 Chi. kleiuer als neunzehn Julianische Jahre: demnach sind 314 bis 315 
Jüdische Jahre um einen Tag kleiner als ebensoviele Julianiscbe. Daher 
rückt alle 314 bis 315 Jahre der mittle Jüdische Jahresanfang auf eifi an 
einen Tag. kleineres Datum im Juiianischen Kalender vor. Demgemäfs habe 
ich, 314fj4 = 314f angenommen, in der Taf. Y. eine Tafel gegeben, 
weiche links die Jodischen Jahre ansteigt, bei denen ein neuer Tag in der 
Differenz beider Kalender voll wird, und rechts diese Differenz selbst giebt, 
welche z. B. gegenwärtig bereits 17 Tage ausmacht Um also den unge- 
fiUirea Anfang irgend eines Judischen Jahres auf Julianische Zeit zu re- 
duciren, haben wir von der am 1 vermehrten Zahl E in Taf. IV. die deiQ 
gegebenen * Jahre ehtsprechende Zahl aus Taf. V. , und von dem Ueber- 
schuflse die nächst kleinere Zahl aus Taf. VI. G zu subtrabiren. Kurz 
ausgedrückt: das Judische Neujahr sei JV, so ist N = iS-fl— V — G. 

Crelle's Joornal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 1. 9 



66 S. Nesäelmann^ Beiträge zur Chrenelogie. 

Z. B.: Wann ongefthr flog das J^r 5603 an? Ans Tat I. finden 
wir, dafs 5603 ein ITtes Jähr ist Tat IV. zeigt bei 17 die Zahl 253; 
Taf. y. für den Zeitraum, in den 5603 fallt, die Zahl 17: demoach haben 
wir 253 + 1 — 17= 237. Taf. VI. G zeigt bei August die Zahl 212, 
demnach ist der gesuchte Tag der (237 — 212)te, d. i. der 25. August. 

Zur Vervollständigung dieser Aufgabe, und um dieselbe auf jedes 
Datum auszudefaneu, habe ich an die Taf. III. noch die Rubrik F angehängt, 
welche im regelmäfsigeu Gemeiojahr und Schaltjahr, vom ersten Thiscfari 
gezählt, den Tag giebt, der dem 1. jedes Monats vorbei^ht Da eine 
Abweichung von einem Tage hier nicht in Betrachtung kommt, so v^ar es 
uicht nOthig, das mangelhafte und das Qberschüssige Jahr mit in Rechnung 
zu bringen. Wenn man das will, so hat man die unter F gegebenen 
Zahlen im mangelhaften Jahre von Tebeth an um 1 zu vermindern, im 
uberschussigeu von Kisiev an um 1 zu vermehren. 

Taf. VI. enthalt oben in fönf Zeilen die Reste der durch 28 divi- 
dirten Jüdischen Jahrzahl; darunter bei jedem christlichen Monate den 
Wochentag, der dem ersten Tage desselben vorangeht, wobei jedoch das 
christliche Schaltjahr nicht in Anschlag gebracht ist. Daher sind, wenn das 
Jahr C-\-i Schaltjahr ist , die Zahlen von März an um 1 zu vermehren« 
Taf. WL enthält die ersten 24 Viel&chen von 28. Wie man mit deren 
Hülfe den Rest jeder Zahl von 28 finden könne, habe ich früher gezeigt. 

Ick werde im Folgenden den gegebenen Monatstag d, das garodite 
ongefahre Datum des andern Kalenders a, das genauer entsprechende Dmloni 
des andern Kalenders D nennen. Nach dem Gesagten werden die folgenden 
Regeln klar sein. 

Zweite Aufgabe. 

Für ein gegebenes d im Jüdischen Kalender Ä im Jnlianiscben 

zu finden. 

Mnm suche aus Tmf. i. Se SieUenzakl iee gegebenen Jakrm hm 
C^Nii, emcke diese Hmks m Tmfi IV. mud twüre die ZaU unter B. Mknm 
addire man die Zakl, £e in Taf 111. F nebest dem yegeisnsn Monat 
stM, nekH dem gegebenen MonmMage. Von der Summe suHrMre musm 
die dem gegebenen Jahre angehärigs Zahl aus Taf. F.^ van dem Ueher^ 
seHufs die nächst kleiners Zahl aus Taf. VI. G: der Rest ist ä. . 
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Kurz kann mn di» Begd ad aasdräckaos) ■ . > / \ 

:^ = E-\-F-\-d-^V.-^ail :u:: ■■, K-. 

Z.B. den 15. Kisan 5603. ""''''^ * 

' Rest ans Taf. I. 17, daza E = 253 
; ' im SbhaiHalif Nftwir F =i ^1"? ■' 

, a =; 15. 
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r== 17 
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Nqn ist 5603 — 3761 = 1842: in <iiesem Jfabre begaaii das Jahr 5603; 
demnach ist volistaudig i\ = 1843 3. April. . , ^ " 

Fir er# gegeJbeiiieBv>^ rm JädiBvlie>i^Jik«l#i^ im u;v- 

JaHaniscben zu fiiidt\i. 

Mäfi siiche nach dir enUhAtifyabe iiäWock^iStaff i auf w^itkmi 
fM^i nach det zweiten Aufgabe das entepteeh^de ^.^ Dann ^üehe man 
den Rest, den Ae Jndi&che J(Ai^ahl tm 26'iäßty oben m Täf:VL, ad^ 
d^e^^ det Zähl, die bei dem in &. y^fUrideti^ Moüät steht, das iH^A 
geßimdene Mohaisdatüm und nShiHe bon dieiei^ Stiiiikiih deh'Hest vm^^. 
BkseirMe^zdjfi'denWüili^^ irfaf^ u^elihänß^fi^^^ 
taj^ }^kSch dem fiiU»st gif^den^^ v^lf'^'K:WenniucM, so m^ 
man tk um einen oder ^t^)rf' Tage vetseMeb^) '^ "Aäfk \kr^W^ohmtif 



des JuUanischen Dattims dem des \füdbcKiAi enüpricht. 
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> tn der isM^ik'Hih^i i!v9^\tbü A^f^ IS. Nisan 

5603 den Wochentag Sonw^iend.^and 4 W: 'ii^d^dt A|>.rir ^efund^^^^^ 5^ 
läfst durch 28 dividirt 4bb Repit ^; A^er gi'etit. iff: iqT.^^^yi. bei April die 
Zaifl 4$ daoaiier Z. April (& addirt) gieÜt 7: demnach fallt aucÜJftr 3. A|«il 
1843 auf Sonnabend; 6s M also itt diesem Falle D = C^ p 'it 

P^r Uebei^icht wegen gebe ich nun noch ein voUstämue dnrchg^ 
ftf^fies < Beispiel. , JYann I fiel dai Pa8sal)fci(sit (der 15. Nisan} a^ Jahres 
5602? Aus Taf.i. haben wir '. . ' , . ;; '^. " 

Vertical ii .... 5434, Rest 168 j _ o v 

Horizontal^... 152, Best tft|. .TT". T! -( . / 



M 



Z=12 and Rest 16 zeigen iB>.Ta£ Ut eo Jalw.5r> 

5r Nisau aas Taf. lU; . . . 6 ' E . . , 264 

15. Nisan . . » 15 F . . . IT? 

^^ .-v . M'. .'. d , ,,_15_ 

Rest von 7 . . ^ j? Sonnabend 456 

5602 durch 28, Rest 2, dazu ' F . . . 17 

März in Taf. VI. ... 7 439 

15 März ... 15 6^ ... 424 



22 Ci . . . 15. März 1842. 



Rest von 7 . . . 1 Sonntag 

Da nun d aof Sonnabend, A aber auf Sonntag fallt, so ist D = ^ — 1 = 

14. März 1842. 

VUerte Aufcabe. 

För ein gegebenes d iin Julianiseben Kalender ^ nnd D iii 

Jfldiscben zu finden. 
Man addire stu der JtArxaU, warn das gtgAtme d twm JamtMw 
bitJvH fmt, d7€0, utmm m vom Octoier *ia Dteemker fdOt, 37€i, tmd 
smdke aus Tef.I. und Il^iSe Beschagknkmi des JiUKsehen Jakres, wel- 
cke* ^H^trck diese Swnme att^edrüelU wird. Femer addire man zu der 
dem gtj^eienen Monat angehörigai ZaU aus Taf, FL G da» Momrie" 
dßlum und Se dem JüdUcken Jahre angdUirige Zahl aus Taf. V. ^ MH 
dem Rest aus Tuf.L sehemam 'mft* m Taf IF» und eukrmkire die 
u$UerE sleke$tde ZaU von der ^en ge fknde u e m Su m me ; mm demVeier^ 
tekaeee eu^trakire mtan die nidkst kleinere ZaU am Taf. MU. Fi dof 

Um« ißi d,. Zu 11 fOwqU mlf xm d ««c4e aw» den Woekeniag um 

dtnäre, ti>e$m beide nieU iAerein^atmen, ä eeif D, Kurz ausgedrqekt 

/i = C+rf+F— JB— F. . 

Z. B. dea 5. October 1582 anf den Jödisch^n Kaieader x« radncii 
15824-3761 = 5343} dazu aus Taf. I. 

Yertieal A 5187, Best 156 * „ _ ^„ 

Horizontal .1 .. . 152, Best 4}^— "^ 
er ... 273 5348 dveh 28 jpefat den Beat 23| 

4 5 October ans Taf. TL .... 1 

F . . . 16 5. October . . . 5 

294 6rreiti^ 

B . . .276 Rest 4 and Z = 12 geben in 1Vif.ll. %k 

18 Tbisehri 2« In Taf. DI. ... 1 

F... la Tbiscbri . . . 18 



Ä... la Tbiscbri 5343 19 

Beat TOB 7 . . . 5 
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Da nuü d anf Freilag, ^ aber aof Doooerstog fällt, so ist D = ^-{-i = 
19. Thischri 5343. [ 

• * • * » • /« - i • . 

WcDD das gegebene Jutiaafeche Datum innerhalb der Grenzen liegt, 
in welche der Jadische Jahresanteig (alleii kann, also im Augast, Septem- 
ber, oder in den ersten Tagen des October, so kann eine Zweideutigkeit 
statt finden, ob man 3760 oder 3761 zu der gegebenen Jahrzahl zu addiren 
habe. Auch führt die eben i|;egebene Regel in dem Falle zwei Inconve- 
nienzen nut sich^ indeiii Bamlieh die Srnnme O-l^d-^V entweder kleiner 
^ E, ^«^r pO' üfrenig grödser ist^« dafi^ eii^ Datum herauskommt, welches 
üil.dpnrAi^iig des J^iMhen Jalurefi filllt, statt daCs es, wenn es noch dem 
v^igen Jajbve apgebörte, 19 die let&ten Uoa^ desselben fallen mufste. 

■ • 

Um null, wenn da^ gegebene Datum In dei^ erwähnten Grenzen liegt, 
sicher i!u ^ehen,^ suche man zunächst den Aflfßnig des Jüdischen Jahres 
Cr[<3761, wobei meistens die Bestimmung von A fiSr unseru Zweck hin- 
reicht. Daraus ergiebt sidfi, o)^ das gegebene 4 i^ das Ende des Jahres 
^4^3760, oder in den Anfiuig 4e5 Jahres 04< 8761 fallt. Im ersten Falle 
addire man zu der Summe G -{-tt-^y ^di» Zahl 365, weil wir G nun auf 
den Anfang des Jahres 47 — 1 redtciren müssen, und verfahre im Uebri- 
gen wie vorher. In den zweiten Falle aber, wenn d schon in das Jahr 
C-f 3761 fallt, nehm« man die Zahl E aaä Taf. IV., welche dem letzteren 
Jfbi^ «ptopricbt* 

Suehen wir z« B; Z^im_ Jüdischen Kideiider iär den 1. September der 
Jiüire 1942 und 1843. C-f 3760 ist respeciive 6602 und 5603, C4-3761 
t^iM|^ecÜte 5603 und 5604. Zunächst nun suchen wir den Anfang der 
leiden fetzten Jfahre nach der zweiten Aufgabe ; wir finden für den 
1. iThisckW 5603 A = 25. A«g. Deoanach fallt der 1. Sept. 1842 bereits 
in das Jahr 5603. Nmli ttC 

l.Sept (Ö+rf) ... 244 

':■••■ V . ,, 17 

261 
5603, E . , . 253 



«1)1 I 



Ä . . . 8. Thischri 5603. 

• I 

IMgegen fiodktti wir fütr 4en 1. TJüscbri 5604^ = 12. Sept.; daher föUt 
■ikt l/Sept 1843 noch in das Jahr 5603; Oemaaeli habea wir 
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dazu • . • 365 



I ' 



«26 

JE «-. . 858 -i'"- • ••■- *'^' •/* - 

A « . . 18 filol 5608i) rill .: I : ; 

Die RegttliniDg des Ä Arernögeder Wochiniage Ueibti daiaii- wie vorfaer. 

Zum Bescblor» dieser Abhandlung wolleü • wn^ deti Tödäsiteg ChriM 
aufsuchen. Nach der evangeßsöhen Geschichte stkrb Chrhltiis 'WtiHütg^ swel 
Tage vor dem Paatoahfest, im Tier «ftd^ drtHsigsteii J*iire s6fwti^ Lel^ieMsf; 
d. h. am 13. Nisan desjenigea Jüdischea Jahres, welcb^si.dem J^e 34 u. Chr. 
entspricht; das ist aber dw Jalur 379.4. . Niui hajl^eu j^^ au^Jlj'^r. I^ ^j..,^ 

Vertical A 4^ . ^3705» Äest Saj.^ ^ ^ , . .r; 
Horitontal u4 . • . 76^. Rest i8>i- ~ -vC 

Best 13 und Z = 43 geben in Taf.H, >eiB Jabr ^in?» 

Nistn 2ifiL in Taf. III. .• .. » . .s. 

13* NiAan . . * 13.. • . ^ .,*.'.. 



Best TOB 7 . : . t Soutitag. ' I i.< > 

Da nun das ganze System der christlichen Festordnung Tim dtltfl Mliil^ 
stöfslicheii K'Mtiim ausgpbt^ dals^Ch^l8tlls f^VPii^i/Tage ;^^ an 

eiueni Frejtaip gastorbeii, diesen . .Tag ajb^r m J^re , 34 ^ n^ ^^u ; iiJcli^ , . i|ji|f 

Ffeitag, sondjöw auf Slon^Mg («^aUWrWÄiXSo.ifeJgf I^ftraW «'tMpvj^l^ 
dafs CHiri^qsMnichl i»* Jahre 34 ystacbu % er,, »bef; «eben ,iift}flfclje|j.|ji^ 
vier und drei^fug^rten Jabre..«ßip«s ,(fQb^ns.j(9stgrbeu \^ ^fin,i^,^f^\x^ 
ferner, dals unsere Zeitrechnung ein unrichtig^, 4^ Alf:(4ll8 |^ßbu):(fga^r 
Christi voraussetzt. Untersuchen wi^ nuoi .in /v^^chem Jahre der 13. Nisan 
auf Freitag, also der 15. -fuf Sonntag gefaÜen ist. Wenn der 15. Nisan 
auf Sonntag fällt, fällt auch der 1. Nisan auf Sonntag, der vorhergehende 
Tas: also auf Sonnabend. Suchen wir also in Taf. III. , bei welchen Jahren 
in der Reihe Nisan die Zahl 7 steht; so %ndeu wir die Jahre bu, 5 Jf , Im. 
Nun sehen wir in der Reihe 43 der Taf. II., ob eines dieser Zeichen da* 
selbst vorkouuBif wir finden 5« im ersten ündiSüf- im achten iJahrQi ^fii 
wir vorhenidaail8.:Jal»:des Cydliii geftmdenlmttfioviistt'lst di^s^il hM 
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be» eicl i»€ scbfo diis n&chste Jahr^ vrelcfteer* braoobby* i«t; e» fdgt also 
darmvs mit-grofiier Wabr^eheiDlicbkeit^ daffirCbristus fuof Jabre vor unserer 
Zieiirechiioag geboren ist; \0er iiäefaste Gjmlvs bat die Zabt Z-^^^b^ und da 
bat das Jbweite Jabr 5 ti^ «demnach ist aoeh da>s Jabr 42 n.Chr. als Todes- 
jahr zalässig^ welches voradsaets&en wArde, dafs Cbristos im Jabre 8 n. Chr. 
geboren wäre. Halten wir uns aber an das erstgefundene Todesjahr 29, 
welches das Jüdische Jahr 8789 ist^ dem das Zeichen 5Jf und die Stellen- 
uüit 8 zukoDimi, so haben wir 

3789 durt^ 28 Rest 9, 
:• ftest 9 aw Taf. VI. Apr« . . . 5 



/;» • 



ä 15. April . . . 1& 



E 


£1± 


262 


¥ 




207 


4 




13 



.{.♦ 








20 




482 


Rest von 7 • , 


. 6 Preih^. 


F = 


= 12 


. « • . • . • 




■ 


470 


• , • 


• 1 


G = 


= 455 



' Ä = 15 April. 

Demnach ist A = J9^ 15. April des Jahres 29: also fiel Passah auf Sonn- 
tag deii 17. April. 



.Die Juden rahmen aich der grofsen Genauigkeit und kuDstvoUen 
Anlage ihres ueBn^ehnjährigen Cjelaa^ in welchem der Wedisel der Ge- 
aeii^altre und Sksbaltjahre so angebracht sein soll, dafs der IS^Nisan, das 
Padaabfest^ in allen Fällen auf den ersten Vollmond nach dem Frühlings- 
a^oiiioctiaiB falle» Dadurch aber^ da£s der neunzehnjährige Cydua um meh^ 
als «w^l Steiudc« groüser ist akr neunsehn Sonntojabre, ist es im Laufe 
der Zeiteu bis jetat dahin gekommen, dafs in den drei Schalt|ahrett, welche 
4ie achte, elfte uad nennsehnte Stelle im Cyclus einnehmen, ihr Passab* 
ft^tt'Mcht auf de» ersten, sondern auf den zweiten Vollmond nach dem 
Afti|qiiillctium ÜJAt, also ^ineA vollen Monat zu spät gefeiert wird. In deo 
geiMpiuyteb Jahren uamlich fallt der 15. Nisan durchschnittlich, wenn man die 
Auanahmea nicht befffiokäichtigt, respeetive auf den 24«, 21. und 23. April 
Gregor. Stylsiu Selbsti wenn wir statt der circa 29 Tage 12 Stunden, 
welche dea Abstand eines Volhnonds von dem näcbsteD ausmachen, volle 
30iTage aonehmeo, und dtese von jeoem drei Datis zurückzahlen, so er^ 
halten wir für die vorhergehenden Vollmonde den 25. , 22. und 24. Mäns^: 
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also jedenblls findet in den drei Jahren sfcwisehen deniTriihUttgs^aMiMtifMi 
und dem Passahfeste noch ein VcJllniond statt* Dieser FeUar da9.C3rclsli 
wird natfiriicb mit der Zeit immer betracbtliciier; nach ety^ra 400 Jahraä 
wird auch das Passahfjsst des dritten Jahres einen Monat zq spat falleaj 
und nach etwa 1200 Jahren, von jetzt an gerechnet, begegnet dasselbe 
schon allen Schaltjahren . . v '^ 

Ebenso wenig hat die Bestimranug, nach wekher das ebristliitdi» 
Osterfest berechnet wird, wenn dieselbe anders, wie es heilst, den Zwieak* 
lialte, das Zusammentreffen dieses Festes mit dem Jikdischen Passah zo 
verhüten, diesen ihren ZwccIl erreicht. S&war, da die allgemeiiiett Regeln 
lauteu: die Juden feiern ihr Pasaab am Tage des Vollmonds, die Christen 
ihre Ostern am Sonntage nach dem Vollmonde, so scheint es, da& beide 
Feste nie zusammentreffen Icönnea; und sie könnten es in der That nicht, 
wenn man die wirkliche Beobachtung des Vollmonds der Anordnung des 
Festes zum Grunde legte. Das thuu aber weder die Juden, noch die 
Christen, sondern die Einen wie die Andern bestimmen das VoUmouds- 
datum durch cyclische Rechnungen. Aber alle Cyclen weichen mit dae 
Zeit von der Wahrheit ab; und da nun der Jüdische Cyclus, so wie dj^* 
christliche, jeder seine eigenen Fehler liefert, so ist ein Zusammentreffen 
beider Feste sehr wohl möglich; und zwar geschieht es in dem Falle, 
wenn der Judische Cyclus den 15. Nisan auf Sonntag verweiset, während 
die christliche Rechnung schon Sonnabend oder Freitag vorher VoMMMid 
lieferte. Beide Feste trafen z. B. zusammen in dem Jahre 1805 am 14% April 
nnd 1825 am 3. April Greg. Styls, nicht aber, wie im Brock hau sjchaki 
Conversationslexicon (8. Aufl. Art. Ostern.) falscblicb bemerkt wirdy «mkiÜ 
in den Jahren 1828 und 1832. Denn 1828 fiel das chriMidbe OsMrfe^ 
im Jnl. wie im Gregor. Kalender, auf den 6. April, das Jfidtscbe auf den 
30. März, und 1832 das christliche auf den 22. April, das Jädische auf deA» 
15. ApriL Das nächste Zusammentreffen beider. Feste wird statl fc ab e n^^ü 
den Jahren 1903 den 12. April, 1923 den 1. April nnd 1927 den t7..ÄftWi 
in allen drei Jahren aber weicht das Julianische Osterfest von öeiä-Gn^ 
gorianiscben ab, welches letztere eben mit dem Jodischen zusammmfSMC.' 
In den drei vorher erwähnten Fälleu, wenn die Juden, ilbr OyicMf 
einen Monat zu spät feiern, fällt das christliche Osterfeiit früher als clMr 
Jüdische, das heifst, der Sonntag nach dem Vollmonde fällt früher als dir 
Vollmond. 
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Ab Anhang gebe ich hier noch einen Vorschlag , beide Kalender 
mit einander zu vergleichen, eine Methode, die besonders bequem ist, wenn 
mtin oft Rednctionen innerhalb eines gewissen begrenzten Zeitraums zu 
machen hat 

Man mache sich auf 14 Täfelchen 14 vollständige Judische Kaien-: 
der für die 14 verschiedeneu Jahre, in der Art, dafs man links in einer 
Verticalspalte die Zahlen von 1 bis 30 hinschreibt, daneben in 12 oder 13 
Verticalspalten, welche oben mit den Namen der Monate bezeichnet sind, 
die Wochentage jedes Datums; die Sonntage nnmerire'mau durch das ganze 
Jahr hindurch, und die ganzen) Tafeln bezeichne man oben mit den Oefi- 
nitionszeiohen des Jahres. 

In ganz ähnlicher Weise verfertige man sich 14 Christliche Kalender, 
die aber vom 1. September anfangen, und noch den folgenden September, 
also 13 Monate enthalten; je zwei Tafeln fangen mit demselben Wochen^ 
tage an, in einer ist aber das mit Januar beginnende Jahr Gemeinjahr, in 
der andern Schaltjahr. Als Zeichen schreibe man aq jede Tafel G oder 8, 
je nachdem es Gemeinjahr oder Schaltjahr ist, und oiror diesen Buchstaben 
den Wochentag des ersten September. Auch in dieser Tafel gebe man 
den Sonntagen fortlaufende Nummern. 

Weifs man nun für ein gewisses Jahr, auf welches Datum des Christ- 
lichen Kalenders der 1. Tbischri trifll, so merke man die Zahl des Sonn- 
tags, welche dem Datum des 1. Tbischri im Christlichen Kalender voraus« 
geht. Will man nun irgend ein anderes Datum desselben Jfidischen Jahres auf 
das Christliche reduciren, so suche mau es im Judischen Kalender auf, addire 
zu der Sonutagsnummer die Zahl des Sonutags, der dem Datum des 1. Tbi- 
schri vorangeht, suche diese Summe im Christlichen Kalender, und immer 
in der Woche den gehörigen/ Wochentag. Geset;pt also, der 1. Tbischri 
fiele nach dem 3ten Sonntage im Christlichen Kalender und man suchte das 
Christliche Datum, auf welches der Dienstag nach dem 15. Sonntage des 
Jädischen Kalenders trifil, so sucht man nur im Christlichen Kalender den 
Dienstag nach dem 18. Sonntage. 

Da aber die Aufsuchung des 1. Tbischri selbst ebensoviele Schwie- 
rigkeit macht, als die Aufsuchung irgend eines andern Datums, so hat 
diese Methode nur Nutzen, wenn man sich für einen gewissen Zeitraum 
ein fär allemal eine Tabelle macht, wie die folgende: 
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T»f. 



5581 1820 

ria 1 6G 


5600 1839 
2Ü 2 IS 


5619 
bU 1 


1858 
4G 


5638 
TU 1 


1877 5657 1896 5676 1915 
7G 3R 1 3G 5Ü 1 4S 


5582 1821 
5r 4 7G 


5001 1840 5620 
Im 4 3G 5r 4 


1859 
5S 


5639 
7« 4 


187815658 1897 5677 1916 
IG 1 2u 4 4G 5r 4 6G 


55B3 1822 
2i< 3 IG 


5602 1841 5621 
5r 2 4G 2m 3 


1860 
7G 


5640 
5r 2 


187915659 1898 5678 1917 
2S l 7m 2 5G 2u 3 7G 


5584 1823 
TM 2S 


5603 1842 5522 
2(7 1 5G bV i 


1861 
IG 


5641 
2M 1 


1880,5660 1899 5679 1918 
4G 1 3« 1 6G 7JH 1 16 


5585 1824 
5u 3 4G 


5604 1843 5623 
2u 4 6S 5r 3 


1862 
2G 


5642 
7» 3 


1881 6661 1900 5680 1919 
56 3" 4 7G 5r 3 2S 


5586 1625 
3Ä 2 5G 


5605 1844 5624 
TM 2 IG IM 2 


1863 
3S 


5643 
5M 2 


1882 5662 1901 5681 1920 
66 7M 2 16 2(7 2 46 


5587 1828 
2t4 5 6G 


5606 1845 5625 
5r 4 2G 7» 4 


1864 
5G 


5644 
3i- 5 


1883 566a 1902 5682 1921 
7S 5i< 4 26 2« 5 56 


5588 1827 
7m 3 7S 


5607 1846 5626 
2u 3 3G 5r 3 


1865 
6G 


5645 
7u 2 


1884 5664 1903 5683 1922 
26 3r 3 3S 7m 3 6G 


5589 1828 
3R 1 2G 


5608 1847 5627 
TM 1 iS 2U 2 


1866 
7G 


5646 
5£f 1 


1885 5665 1904 5684 1923 
36 70 1 56 3« 2 7S 


5590 1829 
2i. 4 3G 


5609 1848 5628 
5r 4 6G 2m 5 


1867 
IS 


5647 
5r 4 


1886 5666 1905 5685 1924 
46 Tu 4 66 2u 4 26 


5591 1830 

r» 2 4G 


5610 1849 5629 
2» 3 7G 5r 2 


1868 
3G 


5648 
2m 3 


1887 566T 1906 5686 1925 
5S br 3 76 7ii 2 36 


5592 1831 
5M 1 5S 


56U 1850 5630 
7 P 1 i G 1 2 J7 1 


1869 
4G 


5649 
bU i 


1888 5668 1907 5687 1926 
76 2M 2 IS 5« 1 4S 


5593 1832 
3r 4 7G 


5612 1851 
7m 3 2S 


5631 
2u 4 


1870 5650 
5G 1 5r 4 


1889 15669 1908 5688 1927 
16 7« 3 36 3r 4 5S 


5594 1833 
7Ü 2 IG 


56lä 1852 
3« 2 4G 


5632 
7ilf 2 


1871 1 5651 
6S| 2J>f 2 


1890 5670 1909 5689 1926 
26 bM 2 46 70 2 TG 


5595 183415614 1853 
7i. 4 2G 1 2» 5 5G 


5633 
5r 5 


1872 1 5652 
1G|7i. 4 


1891 5671 1910 5690 1929 
3S 3r 5 56 7m 5 16 


5596 183515615 ■ 1854 
5r 3 3S 1 7« 3 6G 


5634 
2u 3 


1873 1 5653 
8G i 5r 3 


1892 5672 1911 
56 7» 3 6S 


5691 1930 
3r 3 26 


5597 1836 5616 1855 
2M 2 56 5M 2 TS 


5635 
TM 1 


1874 1 5654 
3G 1 2P 2 


1893 5673 1912 5692 1931 
66 50 2 IG 7r .1 3S 


5598 1837 1 5617 1856 
7u 4 6G i 3r 5 2G 


5636 
5u 4 


1875 { 5655 
4S 1 2m 5 


1894 5674 1913 5693 1932 
76 br 4 2G 7u 4 56 


'6599 183815618 1857 
5r 3 7G 1 7u 2 3G 


5637 
3r 3 


1876 [ 5656 
6G 1 5o 3 


IS 


5675 1914 1 5694 1933 
2m 3 36 [ 5r 3 66 



Diese Tafel eothält in der obersteo Zeile jedes Feldes die fortUo- 
feude Jüdische aod die ifar entsprechende Christliche JabrzabI; nnler jeder 
Jahrzahl steht das aaf eine der je 14 Täfelcbea hinweisende Zeichen des 
Jahres; zwischen den beiden Zeichen steht die Zahl, die mau zu der Jüdi- 
schen Sonntagsnammer za addiren bat, um die Christliche Sonntagsnammer 
zu finden. Die Constmction dieser Tafel geht sehr leicht nnd einfach von 
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Sätatten und ist kaum weitläafiger, als wenu mau einige wenige Daia durch 
Rechnung reduciren mufs. Die Christlichen Zeichen laufen nach einem 
einfachen Gresetze fort, immer vier auf einander folgende Zahlen^ deren 
drei erste G, die letzte jS> hat, dann eine Zahl übersprungen, und wieder 
vier auf einander folgend u. s« w. Die Jüdischen Zeichen giebt die Taf* IL 
lind die additiven Zahlen findet man ebenfalls sehr leicht, wenn man sich 
vorher die 14 Tafeln des Christlichen Kalenders construirt hat Man braucht 
nur ^ för alte 19 Jahre des Cjclus ein fär allemal zu berechnen und dieses 
in dein Christlichen Tafeln aufzusuchen^ wozu man selten einmal das Jfl* 
dische Zeichen nachzusehen bat^, um «u entscheiden, ob der 1. Thiscbri auf 
Sonnabend oder Montag fallt. Der Beschaulichkeit wegen setze ich zwei 
solcher Kalendertafelchen hieher, und zwar die beiden, die für das folgende 
Jahr 5604 gehören ; der ganze Apparat ist aber auf den Gregor. Kalender 
berechnet. 2 n 
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Nun finden wir in Taf. T. bei dem Jahre 5604 zwischen den Zei- 
chen 2ti and 68, zu denen ich die gehörigen Tafeln hieher gesetzt habe» 
die additive Zahl 4, d.h. das Jahr 5604 beginnt am Montage nach dem 
vierten Sonntage der Christlichen Tafel , also am 25. September. Sachen 
wir das Christliche Datum für den 1 5. Nisan, so sehen wir in der Tafel 2 u, 
dab dieser Tag auf den Donnerstag nach dem 27. Sonntag fäUt; daher 
haben wir ihn in 6jS an dem Donnerstage nach dem (27-}-4)ten| d. h. nach 
dem 31. Sonntage zu suchen, und das ist der 4. April. Der letzte Tag 
des Jahres 5604 ist der Freitag nach dem 50. Sonntage, also im Christlichen 
Kalender der Freitag nach dem 54. Sonntage, das ist der 13. Sept. Man 
sieht, dats die Vergleichung auf diesem Wege ein Spiel ist, wenn man 
nur einmal die Taf. T. hat. 




ö. NesselmanUß Beiträge zur Chronologie. 77 

Um Hibverständnisse za verbäten, erkläre ich, dab schon im Jahre 
1842 in Königsberg eine kleine Abhandlung erschienen ist, unter dem Titel: 
Chronologische Tafeln zur immerwährenden Berechnung des jüdischen 
Kalenders, von Berl Goldberg aus Neustadt in Polen, welche die von mir 
aufgestellten Tafeln L und IL, obgleich in etwas abweichender Form, eiit* 
hält. Aber beide Tafeln stehen daselbst ganz unerklärt als Dogmen da, 
und, was in einem solchen Falle besonders übel ist, sie enthalten Fehler, 
welche uatärlich der Leser nicht verbessern kann, weil ihm die Constructiou 
der Tafel nicht gelehrt wird. Oefters verweiset die Taf. L mit falschen 
Zahlen auf Taf. II., und das kommt nicht selten vor, und auch Taf. 11. ent- 
hält falsch deCnirte Jahre. Auch hat letztere Tafel dort die Unbequem- 
lichkeit, dafs die Schaltjahre nicht durch besondere Zeichen unterschieden 
sind, so dals man während der Rechnung darauf zu achten hat ; was leicht 
fibersehen wird. Unser 2 m und 2ilf heilst dort ^^ unser 2 ti^ 217^ B n. s. w. 
Allerdings hat jene Tafel, die mir so lange unerklärlich war, mich .zur 
Aufsuchung ihres Princips angespornt: für den Gedankengang aber, den ich 
zur Auffindung desselben zu nehmen hatte, hat sie mir nicht den leisesten 
Wink gegeben, und ich kann trotz jener Schrift die gegenwärtige Abhand- 
lung fdr mein vollkommenes Eigenthum erklären. 
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4^ C. 6. J. Jaeobi, üb. [aa — 2 aa' (cos «»cos 9 -f*>o*'*i'> 7 ^<^(^-^0)+^^]'^* ^1 



4. 

üeber die Entwicklung des Ausdrucks 

{^aa — 2aa'(co9(t) cos^ -j- siiico am(P coa(ß — d')) + «'«']~^ 

( Von Hrn. Professor C. 6. J. Jrico6< bo Kdnigsberg in Pr.) 



1. 

Jüan kann einen Ausdruck von der Form 

i 

durch das bestimmte Integral 



;wo j=sy— 1 ist, darslelleo. Setzt man in dieser Formel 

A = acosco — «i^cos^y 
B = asincocosi^ — a^sintpcosd^ 
C = asincüsin^— a^sintpsin^, 

m erhalt man den xur Bntwicklang vorgelegten Ausdruck durch das be^ 

stimmte Integral 

r^ ^ « 

y[{aa--'2aaf (cosÄ»oo8^+8iuw8in9>cos(*— i^'))^- €t^a*\ 

-» JL /"'_,; rf^ 

^^ 2nJ ~a"(cos«4T8inwco8(i> — v)) — »'(cos^-j-isin^^ 008(19*'— 7)) 

ausgedrückt* Es wird daher, wenn man 



setzt das allgemeine Glied der Entwicklung Y„ durch das bestimmte Integral 

^ i /*^" [cosy-f t8inyco8(t?'^ — V)]''dfi 

" 'inj [co8a>4-8m«co8(i9 — i?)]'"'"* 



gegeben. Setzt man 

[cos^ + f sin ^ cos(d' - )))]- = K+2 iX cosCd'— 1,)— 2^;;' cos2 (5'-ij) etc. 
[cosw4-isina)COs(&— )|)]-^^+^^ = P„+2fP:coff(^-ij)-2P;cos2(&-^^ 
so giebt die vorstehenda Formel : 

y, =. P,A:,-2P;Xcos(^-30+2P:Jr:cos2C^-dO etc- 
Die Gröfseu P^y P'n etc. hängen nur von co, die Gröfsen X,, X[, etc. nur 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 1. H 
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von ^ ab. Sie mösseQ ferner dieselben Fanctionen respective von oa mid 
(f>^ oder nur am einen Zablenfactor yerscbieden sein, da V ond also auch 
F. angeandert bleibt, wenn man CP und ui mit einander vertauscht 
Setzt man go = 0, so erbält man aus dem Vorigen: 

r. = ^y"[cos(P + tsin(pcos(a'-i,)prfi, = Z., 

viao — 2a«'«i«9+o'a') a ' ' a» ' * a* ' 

Setzt man (p = 0, so erhält mao 

F. = ^y^[008w+islnwcos(d— !!)]-<•+•> rfi) = P,, 

wo die ersten CoSfBcienten Z^ = P^ = 1 werden, wie sich ergiebt, wenn 
man a = setzt In den beiden Integralen , durch welche 2^ und P« be- 
stimmt werden, kann man filr &' — i], ^ — i) blofs i) schreiben. Da die bei- 
den Badicale gleich werden, wenn man (P = u) setzt, so folgt, dafsP,, und 
X^ genau dieselben Functionen respective von ta und CP sind. 

Die im Vorhergehenden bewiesenen Formeln geben folgenden Sats: 

,,Wenn -77 k—-z , ... = —A-Xi-r-A-JI^ — r etc., und P» die- 

selbe Function von gj wie X^ von (p ist, so hat man 

1 /^ d& 

2nJ y[öa — 2attf(easa>cosq>'\-sini»mn^eoB(& — ^))+tf'Ä'] 

Dieses schöne, von Legendre gefundene Resultat und die Anwendungen, 
die er davon gemacht, haben den Aostofs zu Laplaals tiefsinnigen Dnter- 
sucbongen über die Entwicklung der Functionen zweier Winkel gegeben. 



Die Ausdrucke von JT^, X!, etc., P„, P'^ etc. findet man mit Hülfe 
des Ti^orschen Lehrsatzes und einer häufig anwendbaren Ausdehnung 
desselben auf Entwicklungen, welche nicht blofs die ganzen positiven Po- 
tenzen des Increments enthalten. Setzt man nämlich 

cos(P = X, tsintps"' = z, 
so* hat man die merkwürdige Gleichung 
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'2s[cM(P-{-*sio(Pcosi)] = «[2cos^-f t8in^0'*-f •8iQ(Pe~'«] 

= 2a?ar4-ar« — 8in'(P = (a?-|-«)» — 1, 
and daher 

[(a?-f «)' — !]» = 2"«"[cos(P-f-isin^cos>i]" 

= 2'7f[X,^iXy'i-X':^i-i3C:^i etc. 

+ iX'«-''--r;'<r*"--«^r^'' etc.] 

= 2"-«-[x+-x;'^+x:-^4-X'-T^etc. 

—X;,Bm(p.ft''^X:s\n^tp.z-^—X:'sm^^.ft^ etc.] . 
Hier ist XiT^ in die beideu Ausdrücke 

2" ^iH-m y„j (—!)"• 2" sin"* ^ä"-"* 



multiplicirt« Nach dem Tny/orsclieu Lehrsatze sind aber die Coöfficienten 
von ar"+'" und a^""'" in der Entwicklung von [(^+^)* — *]'• 

WO nA:= 1.2 •...Ar. Mau hat daher für X^r'^ die beiden Ausdrücke 



2:^> 



sin'« 9? tfn>fm^(j.«_l)n (— t)"» rf^""" . (jT* — 1)' 



Für m = geben beide 

Man kann daher (ur den ersten der beiden Ausdrücke von Xj^^ setzen: 






Führt man, um den Ausdruck von PJT^ zu finden, die ähnlichen Bezeich- 
nungen 

cosoa = p und tsino)^^ = z 

ein, so erhält man wieder 

[(;, -|- a?)» _ i]-(H-i) = (2 «)-t'^^> [cos 0) + 1 sin u) cos i|]-<-+*^ 

= (2i^)-<'^'> fp xp;-^ j-p;-^ +Pr-^ etc. 

^ ^ L " ' ** BiD itf ' sm* « * sm* o» 

-P>inu).5r-* + P;sin'a).«-* — Prsin»a).«-*etc-]. 
Die CoSfficienten von Är^"+*"^>, £r^''+»+'») werden hier 

Um die Coefficienten derselben Potenzen von % ans der Entwicklung von 
[(/^-j-sr)^— l]"^"^^^ zu erhalten, bemerke ich, dafs man dasselbe Prinzip, 

11* 
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welches die T^ylonniM Beute giebt, daflsi niaiicli üe «Mb jr nd % ge- 
BO BiMeB eB paitiettea Oifferantuilqiiotienteii einer Fonctioii von ^-{-9 ehmii 
der gleich sind, auch mit Yerfheil auf Bntwicklongen anwenden kann, 
welche, wie die hier Torliegendeii , positive und negative Potenzen von z 
in's Unendliche enthalten» Ist Uit der Coefficieot von e^, so wird der Coöf- 
ficient von s^'^'^j je nachdem A: positiv oder negativ ist, 

nk d'^ui , (— irn(— fc— m— 1) d^uk 

U{k+m) • dp^ ^^^^ n{—k—i) • dp^ 

und der Goöfficient von z^"^ 

Nun kann man der Natur der Sache nach keineu Uehergang von den gan- 
zen positiven zu den ganzen uegativen Potenzen von z machen, und um- 
gekehrt. Denn da iu der Entwicklung kein Logaridimus von z vorkommt, 

80 kann auch das nach z genommene Differential nicht den Term — est- 

halten. Es kann daher auch das ihm gleiche partielle Differential nach p 

1 1 

nicht deu Term — enthalten, oder: der CoSfßcient von — in einer von logz 

fireien Entwicklung einer Function von p-^z iet immer eine Constante. 
Hieraus folgt allgemein, dafs der Coeflicient von ^'+^> eine ganze ratio- 
nale ITunction von p von der A^ten Ordnung ist. 

in dem vorliegenden Problem ist P» und daher der CoölBcient von 
<2-(H-i) gegeben. Denn da P^ dieselbe Function von p wie X^ von X ist, 
so hat man auch 

Da 2* ^"^^^ P„ der Coefficieut von «"^''+'^ ist , so wird nach dem Vorherge- 
henden, wenn man Ä = — n — 1 setzt, der Coefficieut von ar"<''+*>+'" 

f _!)"• 2^»+o P(>»— ^) ^ ^'^Pn 

^ ^ Hm * dp^ 

und der Coefficient von «-<'H-t)-w 

wo die nach einander zu bildenden Integrale fär p^= ±t verscb.winden ' 
müssen, da für /f = + 1 die zu entwickelnde Function a:-^+'> = (-|- «r)"^"^*^ 
wird, deren Entwicklung keioe höheren negativen Potenzen als die —(n^l)te 
enthält. Man hat daher für Pi'^^ die beiden Ausdrucke 
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Vergleicht man die fiSr P^'^^ und JT^*"^ gefundenen Auadrucke, so sieht maOi 
da& man P}r^ aus X^^^ erhalt, wenn man p für ar setzt nnd mit 

/_ n« n( fi+m) II( n — m) 

mnltiplicirt Man hat daher zwischen den bestimmten Integralen» durch 
welche man XJT^ und PJT^ ausdrucken kann, die Relation 



Lr 

IT«/ [eoso^ 



= (— 1)* ^ ünll» J [<^^^+'^'"W^^*^^^''^1*1 

IT O 

wo j9 =^cosGD und m'^iu Einer meiner jdngeren Freunde, Herr Dr. Hej^ne^ 
bat bemerkt, dafs die hier zwischen den bestimmten Integralen gefundene 
Relation in der jBti/^rscben Formel 



/t 



cosm j rfj? 



enthalten ist, wenn man a = cosj-(P, 6«=^fsjn^(P setzt. 

Substituirt man die für Xi"'\ P^"") gefundenen Werthe 

^» ^ n(a+m) • rfx* ' 



in den far F„ gefundenen Ausdruck 

F, = P,X,-2P;Z':cos(Ä-^)4-2P:ir;cos2(d-^')- etc., 
so erb&lt mau 

V o T- I 211(«— l)»iii«8ioop rfP„ rfXi ^^«/a a 

r, = p.Jt;+ — n(»4-i) ■-ar'T:^'^^ 

^ Mfl^iipiSe . !^ . ^^ e„30- w «0., 
welches die von Laplace auf ganz verschiedenem Wege gefundene Reihe ist 
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Wir fanden aUgemein för den CoSfBcienten von «r^^^^ in der Bnft- 
wicklnng von [(«+;>)^— l]"""'s 

Setzt Buui f&r P. «einen Wertb, ao kann num denselben, wenn m>ny 9» 

darsteUen : 

(— 8iii«)-Pi"' (— l)"n(n+«i) /*— , .., j_-— 

^^ ?=fi = ^^^nnUn J ^fP -D". rf/»—. 

Der CogfBcient von «r^'+* war 

» • 

er findet sieh daher durch die vorstehende Gleichung: 

Diese Formel giebt die CoSfficienten aller positiven Potenzen von z in der 
vorgelegten Entwicklung. Setzt man in derselben m = n-f I9 so erhalt 
mau den von 9 freien Term 



Aber durch dieselbe Betrachtung, welche die T^gflonche Reibe giebt, findet 
man auch hier den Coefficienten der positiven Potenz sT'''^^ wenn man den 
von z freien Term m — n — Imal uachp differenziirt und durch n(iii — n — t) 
dividirt. Man erhalt daher för diesen CoSfBcienten , wenn iii>>ii-f-l, den 
doppeilen Ausdruck 

Pj"*^ _ (— irn(fi.|-m) 1 /•*-»- _n»rf -« 

2»+*sin~« ~ 2»«+»ni»nM •(pp_l)-y ^PP ^^ ^P 

Die Vergleichuug dieser beiden Formen ergiebt die Gleichung 

^ n(n-f-m)n(n— m— !)• dp''^-'^ 

Dm ein convergirende Entwicklung zu erhalten, muCs man die beiden 
Factoren des vorgelegten Ausdrucks 

1 _ 1 1 

[(5+P)*— 1]"+* ~ 0»+l +ä)^* • (« + p-l)H-l» 
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den ersten nach aofisteigenden , den zweiten nach absteigenden Potenzen 
von z entwickeln, wenn p zwischen und 1 liegt, und umgekehrt, wenn 
p sich zwischen und —1 befindet. So lange p in den angegebenen 
Intervallen bleibt, bleibt auch die Entwicklung dieselbe. Da nun fOr ;i = -f 1 
und fdr p=^ — 1 keine höhern negativen Potenzen als die — (ii-|'l)te 
in der Entwicklung vorkommen, so hat man in den fär PJT^ angegebenen 
Werthen die Integrale so zu nehmen, daCs sie für p=^i oder für ;r = — 1 
verschwinden, je nachdem p positiv oder negativ ist. Wenn m^n, wer- 
den beide Bedingungen gleichzeitig erfüllt 

Königsberg am 29. Mai 1843. 



#• Stern, Her dk CeefßeieMiem der 



5. 

Ueber die Coef&eienten der SeeaDfenreihe. 

(Vm Herm Dr. Siem in GMiagw.) 



lo des Tierteo Bude dieses Jooroalfl (&n9) hat Herr ProC Sekerk 
eioen Aoodrock Bitgedieilt, welcher die Bemoollischen Zihleo and die Co£C» 
ficieoIeD der SecaBtenreihe sogleich dantellf. Da aeioes Wissens sonst 
Nichts aber diesen Gegenstand bekannt ist, so siöchle Tielleicht folgende 
Notiz nicht ganz ohne Interesse sein. Wie in dem erwähnten Anfsatie, 

3«»1 Sa 

scril auch hier B die Ute BemooUische SKahl nnd B den Uten SecanteD- 
coefBcienten bezeichnen. 

Ans der bekannten Fonsel^) 

««•f^+'-«l^-f^"=('+;^'-JT=)(«-s^i)0-siT=)" 

ergiebt aichf wenn man »=2, ms=s 1 und xr = flf seCzt, 

COtitf+ftiDi« = (l-f-X)(I-^X)(l-|-i«)(l— |X).... 

— 'T 4 2!* 4» 3! '4« 

Beseidioet aum in der lelzleo Beibe deo CoeffidenfeD tod m" durch A, 
md durch ^n die grbtaie in dem Bruche (n eothallene ganse Zahl, so ist 

und 

(i-f-j,i»-i^t«'-f ••••) = (i+*)(i-**)(i4-i')(i—l').... 

Nimat nun auf beiden Seiten die Logarilhnieu und bemerke dafs 

2w+ l «»»+' g i . 1 

2»»+» '211 + 1! ' 3''"f"d*" 

ist, WO man, um die zweite Formel allgemein zu machen, B = i setst, 



*) Enler introd. in «d. inf. §. 171. 



• • • • 
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8fO bat man 

Id dieser Entwicklung ist also der Coefficient von i/% welcher a^ beifsen mag, 

n-l 

entweder = • —^ — .-7, 

n 2 n: ^ 

oder = 2^+1 -,771 

je nacbdem n gerade oder ungerade ist. 

Bezeicbnet man durcb k^ einen Ausdruck, welcber = oder = 1 wird, 
je nacbdem n eine ungerade oder gerade Zahl ist (z.B. A;„ = ^(l-|-( — 1)'*), 
so kann man diese zwei Fälle in i^en zusammen ziehen und hat 

_ 1— fn. 2^ 1^ 5! 

^n — 2« — *n(2'» — w) "2 •w/" 

Vermittelst der bekannten Relation, dafs, wenn 

tang(l-{--4iii-f -^aW^....) = «iii-f fl2W^«-*M 
auch - 

nA^ = »ö„ + »— l.ii„_i4i + .... + öiJ«-i 

ist, ergiebt sich daher, wenn man die früher entwickelten Werthe der A 
und a substituirt, 

1. t 1; •22«-i 'n—i\ 

""2«— Än(2"— »)'m-1! ' 2'«-^— &n-i(2'-*-~(n— 1)) 'w— 21'^ *^ •2**1! ■!"•" 

•••2«*^ ^ • 2*'»^ 'n— -II ' 

also eine Recursionsformel , welche alle Bernoullischeu Zahlen und alle 
SecantencoÖfficienten angiebt. 

Man kann diese Formel auf folgende Weise noch etwas kurzer 
ausdräcken : 

i-hn.2- ^B ■ l-fcn,t.2"-^ j'_ ._..| i^ 1^ 

""2"— *n(2"-w)'»-ll"' 2«-^— Ä;.«i(2''-*— (n— l))*w-2!*^ *^ •2»*1! ••' 

1—2* B 
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All die Formel (1.) schliefst sich eine unabhängige combiaatoriscbe 
Formel. Es ist nemlich 

» ^ / 1 t 1 \ 

WO JC^' ("T » — 57 «Ti • • • • ) die Combinationen mit Wiederholung der Classe 

1 11 — 11 

Ä zur Summe n aus den Gröfsen -^^ — öT'i* "''^ — *)*''-o5^*~f als Ele- 
mente genommen, jede Gruppe mit der entsprechenden PermutatiouszabI 
multiplicirt, bedeutet, und die Elemente durch Multiplication verbunden sind. 

Eine andere Recursionsformel findet man dorcb folgende Betracht 
tung. Aus 

folgt, wenn man x^=^u setzt, 

»ogVl-2T + 4T-6T---) 

22 11 I 2* 1 ' 1 2*" 1 2n— l 

2! 2 41 n 2n! ' 

mithin 

4. (—1 )". ^ = - 2"-' . V-r ^ + 2'"-'- '^ — öT • ^ ß 
^ ' 2«; 2«/ ' 2« — 21 21 



• . . . 



2n-^ 



2fi— ^ O« 4 4 1 



JB 



02n— 4 i 4 2»— o 91 4 

-^ •2n-4! '41 ^ ••••i-C— 1;.^/-2!--2,,_2! 

oder 

2«^l O,^. 9^. i 2n— 3 

22n-L(22n_l) ß - 2'^''\2'"'-' — l) . '' ' ^'' B 

_|.2^n>5(yn-4_j) 2n.2n--1.2n-2.2n-3 ^g^^^^ 

Diese Relation zwischen den Bernoullischen Zahlen habe ich nir- 
gendwo gefunden. An dieselbe schliefst sich folgende unabhängige Bildung 
der Bernoullischen Zahlen, nemlich 

1 2n— l h ln^/11 1 \ 

Hr ^ = ^„(~^^ 'l»^ \~2T' 41' ~"6T**"7' 

Nun ist 

2 In 

also, da log secar = — log cosj?^ 



1 92« i 

j» * 02n— 1 * — ^ 

W 2 
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Ol 4 JL i 04 i 8 i 02n i 2n^l 

.2! '2 4! » » 2w/ 

und 

2n 2 2n— 2 

ß 2^" 1 ^"""^ _« 2^'*"'^ 1 ^""^ B 2* 1 li B 

welches die erwähnte Recorsionsfonnel ist 

Setzt man die SecantencoefBcienten als bekannt voraus, so ergiebt 
sich aus denselben jede Bernoullische Zahl durch die Formel 

n 2«/ i^n ^2! ' 41 / 

Setzt man die BernouUischen Ziahlen als bekannt voraus, so findet 
nan die : (S^eantencoefficienten durch die Formel 

Ä / 2*— 1 ^ 'V -^ 1 2^" 1 2"— 1 



7. 1.2"-' ^'"~* 



2n 



«Ä/ Ol 4 1 vi> 1 02»_| 211-1 V 



®- 2;r7 = ?.~ —m 



Bebandelt mm auf ähnliche Weise die Formel 



i; Binjc 






so findet man neben dßt bekannten Relation 



2il— 1 2ii— 3 

2»«-». ß y»-». B 1 .__»___n 



2«/ 2w— 2! 3! ~ 2n + l! 

auch die unabhängige Bildnngsformel 

Vergleicht man diese Formel mit der Formel (6.) 9 so ergiebt sich der 
merkwürdige combinatorische Satz 

02n I _i»» n y ^l .^l ^^ 

2 (— 1)\ -j- ;C" (- jy, gj . . . .) 



10. 
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6. 

Ucbcr die Verallgemeinerung des pythagoraischen 

Lehrsatzes. 

(Vom Hm. Professor Umpfenbach zu GielseD.) 



Uie Verallgetneiiieruog des pytbagoraiscben Lehrsatzes lieCse sich so aus- 
sprechen : 
' in allen Dreiecken, deren einer Winkel = A, ist die nU Potenz 
der gegenüberstehenden Seite gleich der Summe der nten Potenzen 
der beiden andern Seiten. 

Es sei ein zweiter Winkel des Dreiecks = x, so ist der dritte 
r IHO^ — (A \ x). Da sich nun in dem Ausspruche des Satzes die Seiteo 
ersetzen lassen durch die Sinus der gegeuäberstebenden Winkel, welchen 
.sie proportional sind, so soll demzufolge 

sina?"-]' sin(-4-|-a?)'* = sin -4* 
sein. Der Satz muts auch göltig sein für den Winkel ^-f dar, bei umge- 
ändertem Werthe von A. Es ist also 

nsln-r'^*cosj:-}-fisin(-4-j j?)""*cos(-4-|-a?) = 0. 
Der Satz mufs auch göUig sein für den Winkel X'\'2dx, es ist 
also auch 

M (« — I ) »in JP"-' cos x^ .; 11 (n — 2) sin ( Ji - j 0?)"-- cos ( Ji -f x)' 

— Hsiux'* — iisin(-4-f jp)* = 0, 
Substituiren wir cos x^ = 1 — sin x% cos ( Ji -j- x)^ = * — sin (-4 -f x)% so 
erhält man nach den gehörigen Reductionen 

(11 - 1 ) sin x-^ -1 (n - 1) sin (^ -} x)'^ = n sin A\ 
Soll nun diese Gleichung richtig sein, der Wertb von x mag sein, 
was man wolle « so müssen sich die Theilsatze heben, welche x enthal- 
ten; dieses wird aber nur eintreten, wenn n — 2 = 0, also n = 2: die 

Gleichung wird dann 

(2 — 1) -^-(2 — 1) = 2sin^\ 

daher siu«-!''^^ I, siu^=l, folglich ^==90^. Der p ythagoräische Lelir- 
satz ist demnach keiner Verallgemeinerung fähig. 



Ik. 



ariff4KJhum^/ae.jraM*BffTCSISU[f2t. 




^^aeußüjciu c^t^iA.f^y^ J^4ia^a.fci7i^ OmU ,uiiA^ArM^^ pt^tjkitK ^fi^ 







^^TS^ 













fe«u/t»JWi 



«2^4-* Ä<^44<*..0/v.^««/' 



7. C. 6. J. Jacob iß zur Theorie der elliptischen Functionen* 



93 



Zur Theorie der elliptischen Functionen. 

(VoD Herrn Prof. C. G. /. Tacobi zu Königsberg in Pr.) 



U nter den Formeln, darcb welche man die vielen von mir in den Fundam. 
nov. gegebenen Entwicklungen mit leichter Mähe noch vermehren kann, 
scheint mir die nachfolgende , welche die Tangente der halben Differenz 

der Amplitude des Integrals u und der Grölse ^^ selber ergiebt, einen 

eigenthämlichen Charaeter zu haben« 

Da ^/ l— sinx X sinj^(^ft— x) 

f Vl-f-ßinx/ 8ini(ifi-{-jr)? 

so kann man die Formel F. N. S. 99 (4.) wie folgt schreiben : 



1. 




1 — sm am 



fr 



1 -f sin am 



2Kx 



sui4(ifi + j:)(l+27sinx-f-</*)(l+2flf«8inj: + </*)....• 

In der Formel (S. 183) 

4 

^q.sinx(i — 2y^cos2ap-f y*)(l — 2y*cos2a?-f y*) .••. 

4 4 4 

yq .BJnx — /</* . siuSx-fyqf^^.sipSjr — ».,. 

Setze man ^{^tt — x) und Ki^'f^) ^^^ ^ ^^'^ gleichzeitig ^q für q, so 

4 

erhält man nach Division mit ^q den Zähler und Nenner in (l.), und daher 

2Kj^ 



2. 




smam 



n 



1 -|- sin am 



2Kx 



n ) 



taug (45^— \ am ^) 



sinCjyr — \x) — ysin3(^fi — \x)\q^w^h(\n — \x) — ...» 

%\\\{\n \\x) — q%\xii[^n Wx)\q^ 8inö(i« -f-i^r) — ••••' 

wo die Exponenten von q die dreieckigen Zahlen sind. Setzt man hierin 
\n — X für X i so erhält man 

®V ' . n ß cos\X'\'qcos\X'fq^cQs\x-tq^co%iX'f.... ^ 

*) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit die Formel 

yi'tangaro-^u s= VOtang-^amfi.tanff (45^ — ^coamu)), 
welche etwas bequemer als die von Legendre für die Halbirung gegebne ist. 
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Nach der S. 31 gemachten Bemerkang geheo am und |;r — coam 

in einander Ober, wenn man — q für g setzt. Die vorstehende Foroiel 
giebt daher sogleich auch folgende: 

WO im Zähler und Nenner immer zwei positive and zwei negative Zeichen 
mit einander abwechseln. Man erhält aus dieser Formel, wenn i = y — 19 

,, ., . 2Kx 

I + »taogiMi— -- ,jK, 

4. 2^ = €— iT 

1 — tUng-^am 



und hieraus 



e 



i — j Ung i (am sj 



oder 

5. taug^^am — ^ — xj = 

Diese merkwflrdige Formel ist zur Berechnung einzelner Wertbe oder 
von Tafeln vorzugsweise bequem. Da tang am iK= -^^ , also 

tang(am*JS:-45o) = i^, 
so erhält mau aus (4.), wenn man x = ^yr setzt, 

i-yk' _ q-q^ — q'* + q^' + q** — q**-.... 

Setzt man g=zb'^ so erhält der Bruch rechts die Form 

2 + 6C8Ä±i)«- 

Das Zeichen -f oder — ist zu nehmen, je nachdem k gerade oder un- 
gerade ist. 

Wenn der Modul der Einheit sehr nahe kommt, mufs man sich der 
Entwicklungen bedienen, welche statt der Kreisfunctionen ExponentlaW 




nu 
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gröfsen entbalteu. Setzt man ix für a; und A/ fdr k, so verwandelt sich 

• tangi am in • (ang \ am — — , 

und gleichzeitig q in q\ wo q und q' durch die Gleichung 

logy.logy' = fr" 
mit einander verbunden sind. Nennt man u das elliptische Integral erster 
Gattung und setzt 

«? = «* = e^^, am(ii^Ar) = (p, 

so erhält man aus (4.) folgende Entwicklung von ebenfalls eigenthumlicher 
Form : 

7. lang^^D — i^p; — -• i_^5.-2_,/s3j,^^.t^-4^,/io;,4_.... • 

Wenn (P sich sehr der Gränze \7r und daher z der Gränze -^ nähert, 

werden je zwei aufeinander folgende Terme in Zähler und Nenner nahe 
gleich oder entgegengesetzt. Vereinigt man sie in ein Glied, so bleibt 
die Convergenz noch überaus grofs* Ist z.B. Ar = -)^, so wird ungefähr 
q = ^j so dafs die Formel (5.) noch sehr rasch convergirt. Aber es wird 
dann schon q^ ungefähr ^hf^ so dafs man für alle Amplituden mit der 
Formel 

ausreicht, um (f) bis auf (y'Oi genau zu haben« 

Ich will noch einen sehr convergirenden Ausdruck fQr die ganzen 
Integrale zweiter Gattung hinzufügen. Vergleicht man nämlich die beiden 
Formeln Fund. S. 110. 

SO sieht man, dafs ^ in — B, B in — A übergeht, wenn man — q für 
q setzt. Differenziirt man ferner die Formel Fund. S. 103 (3.), nemlich 

80 erhält mau 

2qdK „ 

-Kd^ = ^• 
Hieraus folgt nach S. 184 (6.) . 

13* 
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= 8(y-f-4f*^99^^16y** etc.). • 
Setm( Biao hierin — 9 f&r f, wodurch K io k'K, B in --A übergeht, m 
erhilc nan 

,t,lri^J.f/'^J^ll^ = 8(9-4f»-:- 9^- lötete.), 

Qud daher, durch Additioo und Subtraccion , zur BesUmiiaog der ganzen 
Itttegrale zwdler Gattung die Formeln: 

TOB denen besonders die zweite bemerkenswerth i5C indem aie zeigt, dafa 
der Wetth des gatnen eUiptisdien Integrals zweiter Gaiiug 

von der Ordnung der MtAfttoi Potenz des Modnk und Ton 

nnr in Gf>»C»M von der Ordnung der drtifsi^em Potesz des llodnb ver- 
adueden »c, weiche anrserdem noch dunrh überaus groTse Zahlen dividiit 
winl Man sieht anch ans der Torscebenden Forvel« dafs 

II<:jI und B>i*.^. 
Um ans H den Werth von E^ zu finden, dient die Koi«el 



I^ ^k E' = ^k l^rk' P^ 






Anrh kana 


■HIB 


die Foivel 




— 


- :- 






KemeTmen- 


n» i 







i-^t r '" 



5F^\* 



»■ (^) 



V 
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wie genau für nicht allzagrofse Moduln die beiden Gröfsen 

(l + yA:')F' und >/*' ( 1 + >^Ä'^) £^ 
mit einander äbereinkommen , indem die Differenz, nach den Potenzen von 

k^ entwickelt, mit dem Term i^'-TQoT beginnt. 

t. 

Man kann bei Berechnung der elliptischen Integrale mit Vortbeil 
die Gaufmchen Tafeln anwenden, in welchen fär einen unter der Columne 
A als Argument gegebenen \ogx, wo ar>>I der Werth von log(l-f ^) i" 
der Columne C sich befindet. Ich will hierOber in einige nähere Erörte- 
rungen eingehen. 

Es sollen im Folgenden die Werthe von A mit einem lateinischen 
Buchstaben und die entsprechenden von C — ^A — 0.3010300 mit dem ent- 
sprechenden griechischen bezeichnet werden, so dafs man, wenn m^n 

und ö = log — , 

oder a gleich dem Logarithmus des Verhältnisses des arithmetischen und 
geometrischen Mittels von m und n setzt. Ist —a der Logarithmus des 
Complements eines gegebenen Moduls, so wird hiernach — a der Logarith- 
mus des Complements des kleineren Moduls , in welchen der gegebene 
durch die Landf^nsche Substitution transformirt wird. Setzt man nun nach- 
einander 

a = log — , a' = ia, a" = a', a"* == a" u. s. w., 

indem man immer den gefundenen Werth von a^'^ zum Argument A macht 
und den entsprechenden Werth von a^'+*> = C — | 4 — 0.3010300 aufsucht, 
bis man auf verschwindende Gröfsen kommt, so wird, nach der S.97 an- 
gewandten Bezeichnung, 

ö = iog ^, ö' = a = log^, «" = a' = log— etc. 
Man erhält ferner aus den Formeln 

die Gleichung 

n * n^ ' ' * ' n^*~*^ w w ' 

und daher, wenn durch (i die Gränze bezeichnet wird, welcher die Gröfsen 
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n'"^ sehr schnell sich näbero, 

logfA = logn + iCa-f fl'-f n"-!-....]. 
Der so fiir (i erhaltene Werth giebt bekanntlich das ganze elliptische In- 
tegral erster Gattung durch die Formel 



2^ /•»'» rfy 1 



w 

Die Grofsen n\ nf* etc. selber findet man durch successive Addition von 
\a^ \af etc. vermittelst der Formeln 

logn' = \ogn-\-\ay logn" = logn'-f-i^' ••••, 
und hieraus 

logm' = log ii'-r a\ log m" = log n'-f ö" • • • • 
Gaufs hat in seiner Abhandlung ^ Determinatio attractionis** auch eine sehr 
bequeme Anordnung fär die Berechnung des ganzen elliptischen Integrals 
zweiter Gattung mitgetheilt. Berechnet man nämlich 

^ — u ' 

so findet man nach einer Formel, welche im Wesentlichen mit der von 
Legmuäre gegebenen übereinkommt, 

2 /•*« cos2yrfy y 

nJ t(m«icos^7-f nnsin^f') '^ * 

Die Grofsen — , --^ , -^^ etc. oder — , -^j- , ^VIT ^^' '"'^ ^"^ 
gegebene und die nach und nach transformirten Moduln. Nach Fund. 
S. 149 (4.) findet mau die Gröfse q durch die Formel 

logy --^ 2log\-f fl— i«'— |a" — ffl'" etc. 
Um das unbestimmte Integral erster Gattung zu finden, hat man nach Fand. 
S. 97 die Grofsen A' aus den vorhergehenden A durch die Formel 

_ , ( mm'Mn) \ 

zu berechnen, woraus folgt: 

m' m' 

17 — ]V 



H' I W 




7. C.G.J. Jacobi, zur Theorie der elUptischen Funetianefi. 99 

Setzt man daher 

« = log^, * = log 5", c = log ^, 

a=a, *'^Ka+ß-7), «'=^(«-3+7), 

«"= a', b" = |(a'+ß'-/), c"= J(a'-ß'+y), 

etc. etc. , 
wo man immer, wenn man in den Gaufmchen Tafeln Ä ==■ a'*^, i^^ oder 
€f^ nimmt, die GröDsen a('\ ß''' oder V') darcb die Formel 

C—iA — 0.3010300 
erhält, so wird 

För das Integral 

P ^ = ^ 

findet man hiernach durch die Formel S. 98 



logtangjDi^^ = log fang (P 4~ log 



mm'm'\... 



= log tang^-}- log ■£- — *'—*''— *'''- etc. 

Man kann anch die ersten Gröfsen -^ und — auf analoge Art durch tangCP 
finden. Sind nämlich IP^ & positive Gröfsen, welche durch die Gleichungen 

±logtang'^ = V\ +log^ tang*(P — c^ 

bestimmt werden, so wird 

logf. = * = ^(eO+30_y,^^ log A = c = ^(«"-ßH/), 

wo a!^=^a. Die Gröfse f^O ist der in den Reihen - Entwicklungen mit x 
bezeichnete Winkel. 

Aus der von Gaufs angewandten Substitution 



sinCP 



2msin^^ 



(m-f n)cos' <p^-|- Sinsin* q^ 

findet man 

Bincp' 2 Anw . ^. A' ^ 

wo,. wie im Vorhergehenden, 

Ä = |/(iiiiiicos^^-j-nnsin'^), Ä' = i/(iii' m' cos' ^'+n'n' sin' (p'). 
Hieraus folgt: 
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logcos(P'= Iogcos(P-f4'4-i4— ß, logcos(P"= logcos?)'-j-Ä'^^|*'— ß', etc. 

Man bat so durch die bereits berechneteu Werthe vou 6^'^ ß^') und durch 
log sin (P, log cos $ nacheinander durch blobe Addition die Wertfae von 
log sin ^^ log cos ^\ log sin (p^', log cos (p^^ etc. Diese Gröfsen dienen dazu, 
die von Gaufs für das unbestimmte Integral zweiter Gattung gegebne 
Formel zu berechnen , welche man^ mit einer kleineu Veränderung, so dar^ 
steilen kann: 

/^ cos2y rfy ^ • cos y sin ff' , 2k'k' cos y^ »in y^^ 

»'(mmcos* y 4-nn sin* y) ' m' ' ü ' m^^ 

, 4k'W cos y" sin y'" , ^ 

Bezeichnet man' das vorstehende Integral mit P und, wie Lejendre, 
mit F^ E' die ganzen, mit F((P), £7(^) die unbestimmten elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung, so dafs F((f)) ^=<I>, so wird, für m = 1, 

und daher 

~ 2mm l m' +"0"* 1^' ^ XI ' ^' T ••••]• 

Zufolge des oben für f!ül^ gegebenen Werthes wird 

/ ^cosy siny^ rfy /*28iDycosyi/y 

und daher 

H.».« -..N Z*^ cos y sin y' rfy , 2 m 



Setzt man daher, wie in den Fundam., 

uud bemerkt die Formeln 

(»I m — » ») -^ = w'»»' - n'n', (»i m — nn) ^^ = m"«»"— »"n", • elc, 

A A' A" ' 
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80 erhält man einen neuen zar Berechnung bequemen Aufldrnck für die 

Function ©(n): 

e(M) _ 2m / im' y I 2m" y / 2m''' V» 
0(ö) ~ iwHpA • Vm'+AV • W'+A'7 * \m"'+A"V ** ' * 

Da log . = ^6 — 0, 60 giebt diese. Formel die folgende: 

Iog|^ = i4--ß4.Ä'-2ß' + 2*''-4ß"+4*'"-80'" etc., 
welcher man noch verschiedne andre Formen geben kann. 

3. 

Setzt man k=^ \ A^^) = ^^^ i, ferner 

m ^ m' ' 

so wird 

Zufolge der S. 98 gemachten Bemerkung verwandelt sich daher k, K, P 
in k^% K^'^\ (f)\ wenn man q^ für g setzt. Dies erhält eine Bestätigung 
durch die Formel 

Wenn man nämUch aus den S. 88 ffir sin(P, cos(P, Ä(p gegebnen 

Zerfällungen in unendliche Producte den Werth von °^ - entnimmt und 

in demselben y^ für ^ setzt, so erhält mau sogleich den Ausdruck für 
j^{l'\'k^)tsing(f). Umgekehrt kann man auf diese Art die vorstehende For- 
mel, durch welche (f) aus (f)^ bestimmt wird, unmittelbar aus jenen Factoren- 
zerfällungen von sin^, cos^, öi(f) ableiten. 

Für m=l hat man die Formel S. 101 (16.): 

2k' k' K tmg y ik'K cos coam u . 4yBin2x | 4y*sin4x . 

n * Aqp n ' cosamu ^ 1-1- 7 ^ + 7* 

Setzt man hierin q^ für q, so verwandelt sich der Ausdruck links in 

Man kann daher zu den in den Fundam. mifgetheilten Reihen noch die 
folgende fügen: 

2h' K. _ 2Kx . 4(1* sin 20- , 4cr*8in4j: 4ff* 8in6j7 , . 

-^taagam— = tangx 'L^-^^.Jl^^ 2__4.etc 

Grelle'« Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 14 
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Ueberhaupt bietet die Betrachtung, durch welche diese Formel ab- 
geleitet ist, eio wichtiges Mittel dar, aus den gefundneu Resultaten mit 
Leichtigkeit neue abzuleiten« Man bemerke z. B«, dafis, wenn man in dem für 

(2Ä£) 
0rÜ^ = ■ //2jfc^jg\ ^^^^ gefundnen Ausdruck k^'^^ für k oder y^ für q set« 

y\ n / 

und ihn dann in's Quadrat erhebt, dasselbe Resultat sich ergiebt, als wenn 
man den Ausdruck not ^y~ >n^tH>l^cirt. Da sich nach S. 68. k' K da» 
durch, dafs man f^ Ar q setzt, in ^k\K verwandelt und nach S. 165« 

A.0(||) = ^k'.@(u+K) 

ist, so erhält man hieraus die Gleichung 
Die oben gegebne Gleichung 

siny^ 2(iiny 

kann man auch so darstellen: 

Ans der Formel S. 178 (1.) folgt aber, wenn man kf^^ tOr k setzt, 

und daher 



woraus 



folgt. Ersetzt man die Formel , 



' m 



durch, die folgende: 
so erhält man 
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eine Formel, welcbe sich unmittelbar aus der Darstellung von Qu und 
Hu als unendliche Prodncte ergiebt Die drei gefundnen Formeln geben 
die Gleichungen 

2[l—2y'cos2ar-f2/cos4ar—2y**cos6j? -[-... .y 
= (1-f 2y-|-2/-j- 2^+.. ..)(!— 2ycos2ar4 2y*cos4j? — 2^cos6a?+....) 
+ (1 — 2y + 2/ — 2^-|-...0(H2yco82a: + 2^co84a- + 2^co8 

= (l4-2y-f-2y*+2y^-f..-)(t— 2ycos2a?+2/cos4a?— 2^cos6fl:-f....) 
— (l-2y4-V-V + ---0(l + 2ycos2x4-29*cos4a?4.27«cos6ar-f....), 
[1 ~2y^cos2ap4"2/ cos4ar— 2y*® cos6a?+.^0(yy • «>öa?— y'y*. 8in3a?-f }/^. sin5a?,.^) 

Dies sind die einfachsten Fälle sehr wichtiger und sehr allgemeiner For- 
meln fOir die Verwandlung der Potenzen und Producte dejr Functionen ©n 
und Htf In ein Aggregat linearer Ausdrucke. 

Die Rechnungs Vorschriften, welche auf der von Legendre haupt- 
sächlich untersuchten Laikl^schen Transformation beruhen ^ erfordern zur 
Auffindung der Werthe der unbestimmten Integrale erster Gattung den Ge- 
hrauch trigonometrischer Tafeln. Man berechnet (Pi , (p, etc. durch die Formel 

log taug (^1 — (p) = log tang^ — fl, etc. 
Die Winkel |(p, ^(|)2 ^^c. nähern sich sehr bald der Gränze 

Um die unbestimmten Integrale zweiter Gattung zu finden., setze man 

und bezeichne mit — ^ die analogen Gröfsen, welche man erhält, wenn 

man m% n% (p.- für m, n, (f) setzt. Die Legendreachen Formeln geben dann 
Z| = Z — 4\'sin^i, Z, = Z|— 4\"8in^a, etc. 

und daher 

Z = 4 [\' sin (p, + \" sin (p, + K'" sin <f>, + etc.]. 

• ^^ 

Multiplicirt man diese Formel mit 



und bemerkt, dafs 



'-i = i'^ = i^ <^' 



A "^ ' mm cos* 7 •f-nti sin* 7 " ® m. 

14* 
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so erhfilt man darch lotegration 

welches der in den Fundam. S. 151. dnrch Betrachtnng der unendlicbeo 
Producte gefundne Ausdruck ist. Es steht aber dort ans Versehen der in- 

1 2A^f 1 2Jir^'x 

verse Werth. Eben so müssen S. 150. für -ttt L am , -Tn^r ^ »"* — z — » 

A' ^W* . . . . j — __ — die inversen Werthe gesetzt werden. Die Grö- 
fsen ^, A, etc. kano mao darch die Formeln 

cos(2 (P - (P,) = -^ , . cos(2<p, - (P.) = ^ etc. 
berechnen. Diese geben den Ansdrack 

e(w) 1 ! 1 

welcher blofs von den Amplituden abhängt. Will man die in den Fundam. 
mitgetheille Berechnungsweise der Gröfsen ^i, ZI, otc. anwenden, so ge- 
braucht mau wieder mit Vortheil die Croti/Hschen Tafeln. 

4. 

Ich will die hauptsächlichsten der im Vorigen mitgetheilten Formeln 
durch ein von Legendre ebenfalls behandeltes numerisches Beispiel eriiutem, 
w*elches sich auf einen schon ziemlich grofsen Modul Ar = sin 75^ besieht« 

Es sei 

«• = I, logn = log sin 15* = 9.4129962. 
^ = 470 3' 30'' 95, 

wo tang^ = I -^ . Die benutzten Tafeln sind die auf 7 Stellen berecb- 

neteu MatiUesnechen (Altena 1817). Bei den Interpolationen ist noch im- 
mer die 8te Stelle mitgenommen worden, um den Fehler in der 7ten «1 
verringern. 

Setzt man fl = log— = 0.5870038, ferner 

logtang^ = b^ = 0.0624693.6, 

log£jtang^ = e» = 8.8884617.6, 
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und sucht nach der in der Abhandlung angegebnen Begel aus den MattMeesi^ 
sehen Tafeln die Wertbe ^, _ 0.0011222.3, 

7» c= 0.2870960.3, 
80 fiodet man nach und nach: 

log-J = J =i(a-j-ß»-y")= 0.1505150, 3 = 0.0064882.3, 

log-^ = c = Ä — 6 = 0.43648880, y = 0.05267^2.3, 

«' =0.0924352.2, *' =0.0231251.1, & =0.0693101.1, 

ß' =0.0001539.7, 7' =0.0013812.0, 
a" = 0.0024545.8, *" =0.0006136.7, c" = 0.0018409.1, 

ß"= 0.0000001.0, 7" = 0.0000009.0, 
«'"= 0.0000018.0, *"'= 0.0000005.0, c'"= 0.0000013.a 
Hat man hier aas t^, b*, & die Gröfsen a', ß', 7' gefanden , indem man nach 
der allgemeinen Begel 

«V b* oder & = Ä und a', ßS 7* = C—^J — 0.300103000 
setzt, wo C aas Ä durch die Matth. Tafeln gegeben ist, so wird 
tf+» = a', **+' = i(a'-f ß'_7), «•+' = ^(a«_ß'-|-Y), 

und daher immer t^= b^-\-eK Wenn daher log—, logtang(P gegeben Ist, 

so hat tnan zur Berechnung aller vorstehenden Gröfsen nur achtmal in die 
Tafeln zu gehen. Hiermit ist aber schon fast alles gegeben, was zur Be* 
rechnung der ganzen und oDbeslimmten Integrale erster und zweiter Gattung 
und der GröDsen log^ und log@ erforderlich ist. Denn man hat zunächst 

logfi = log^ = logn4-iö-|-ia'-f-iö" + ia'" = 9.7539439a 

Um logj^ zu finden, braucht man noch den log. des vierten Theils des Moduls 

log\ = Iogi^(mm—nn) = 9.3828837.7; 
dann wird 

log^ = 2log\4-a— 3[ia'-f-iÄ"-f i«'"] = 9.2122768.7. 

Setzt man femer <!> = F{p) , so wird 

logtang|u<I> = log tang(P+Iog^ -[*'+*"+*'"] — 9.7614393.0. 
Der genaue Werth von x = (t.^ ist 30<* und man hat nach den Tafeln 
log lang 30« = 9 .76 14393 . 7. Man fiudet ferner 

= i*+*'+2*''+4*'"— [ß+2ß'+4ß"] = 0.0928153.9. 
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Dm die Integrale sw^ter Gattung su eHulten, innfs mao savor dnrdi Ad- 
dition und Subtraction die Logarithmen der Gröfseo m', n', K* bilden: 
logn' =9.7064981, logm' =9.7989333.2, logV =8.9668342, 
logn" = 9.7527157.1, logm" = 9.7551702.9, iogV = $.1784981, 
logn'"= 9.7539430.0, Iogw'"= 9. 7539448.0, log X'"= 6.60305, 
logn" = 9.7539439.0, logw" = 9.7539439.0, logK" = 3.452. 
Hier ist^ 

logti»*=log}t'-f^c', logM< = logn<-|-a<, logK*+» = 21ogV— log«***. 
Hiernach findet man 



log 
log 
log 



2l'l' 


4i"i" 


11 


11 



— 9.4689309, 
= 8.1932888, 



21' l' 

8l"'X"' 
XX 



0.2943952.7, 

0.01560519.0, 

0.0000220.5, 



V. 



y = 0.3100232.2. 
Der gefiindene Werth ^00 v, welcher das Aufschlagen drntr Zahlen er^ 
forderte, gtlU 

— 1 /'** coe2y rfy , E* miw-j-im mm — 11 

" ~ WJ A^p ' F» ~" 2ii»är~ 2mm 

Zur Berechnung des unbestimmten Int^rals zweiter Gattung geht man Ton 
den Werthen Ton logsin(P, logeos^ aus und findet dann durch saec« 
sives Addiren: 

log ^ = 9.8645412.7 logcos^ =9.8333065.7 

^i^ß = 0.0687692.8 i'-\-\i — ß = 0.0918943.9 



I sm« 

4*'- 3' = 



9.9333105.5 
0.0114085.9 



log cos (P' 



9.9252009.6 
0.0120222.6 



log -5^ 



9.9447191.4 
0.0003067.4 



logcos^' 



9.9372232.2 
0.0003072.4 



** m'" 



9.9450258.8 
2.5 



logoos^"= 9.9375304.6 



log 



ain^ 



9.9450261.3 
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^ cosyainy^ ^=9.7666171.2 coyprin^; =,0.5842747.0 

® mr m' 

log 2*;^. «25^^ = 9.3388510.0 ^.^^^^^^ =0.2181981.5 
}^*^.^^;^^"^%.07S^^1B,& 4^' cj»^^'_0.0118997.5 

log»ff:.««^J,fy"=. 5.22599 gy-,<>o«r^i"y"=.o.ooooi68.3 

logv =9.4913942.9 0.8143894.3 

log v<I> =Iog - 30P = 9.4564490.9 »« =a 0.2860547.2 

J9vm^iv ^ 0. 5283347 . 1. 

Man liat stur Bereclinung des vorstehenden Integrale zwar nur fOnf Zah- 
len aufzuschlagen , aber sehr viele Additionen zu machen. Es wird daher 

eben so vortheilhaft die Gröfse ^^H^^SLa. etc. auch durch die Formel 

oosysiny^ • 2X'X* cos y^ sin y^^ • . 



— JL f JBr^^ _ ^' WrCh-^ — * gsin2jr— 2g^sin4jp+37»sin6jp etc> 

~ 8ÄXl*^^^ T^^V^vyj— 2li;;'l_2^co82x+2^*cos4x--2flf»cos6jpetc. 

berechnet wenden können. Da hier 9 = 30^ und log^^ =9.2]22768.7 
ist, so findet man, wenn man den Brach mit -w bezeichnet, 

9am2x = 0.14ll911.5 9cos2ar = 0.0815t67.5 

2/ain4a? = 0.0012236.8 —/co84iP«: 0.0003532.4 

Z = 0.1399674.7 — ^Ocosex^s 0.8 

logZ = 9.1460271.7 iV= 9.8362601 .8 

logAr= 9.9223413.9 = 1— 2ycos2ar-|-2/cos4a?— 2^coa6« 

'<>«23i^3>r=^-®'^3^*-*5 än?.;^ =0.8143894.4. 

Die frfihere Rechnung gab dieselbe Grorse 0.8143894.3. Den Werth von 
logiV^ kann man auch ans der Formel 

logAr==log|^+ilog^ 
erhalten. Wir fanden aber oben 

log|j = 0.0928153.9, 
ilog- = 9.8295261.5, 
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ond hieraus wird 

logN= 9.9223415.4, 

welches oor om 1.5 io der 7feo Stelle voa dem durch die Reihen -EoU 

Wicklung gefundnen Werthe abweiche. 

Sehr leicht wird die Berechnung von v durch die Formel 



oder . 

i^m T Vh > /m — j^H 1 pflD 

im 'm im *^ 811 

Es bt 

IM — in m — !• mm — nn 211 

. im + in 2{mf+n') ''^ 2(i»'4.n';tm-!-n; «7«"' 

|M + ,ii = 1(2:«' + »')) = 2ym-, 
und daher, wenn man f^. ab unmerklich, wegläCsi, 

— .liL _ J!?^:^i5. _ 211 4|i,a*9> 

£s isc 

log-?:^. = 9.5126939.3; —;: = 0-3256ti7I.8, 

^m'm m'm" ' 

logilüi:^ = 8.1926745.4: ^*!;;^^ = 0-0155838.4, 

^ fM-'.iA r«".ii ' 



V = 0.31CN)233.4. 
wcMies anr um 1.2 in der Tien Stelle vom oben gefundnen Werthe 
wack. 

Königsberg, den IS. Juni IS43. 



Ich fuge die folgende TabeOe hinu. wekhe ftr die Wetfhe 
Argumemes ^ = arcÄnib von Zehntel au Zekniel Grad die Wetthe 
locf bis auf & liMüaabceUen aeksf den ersten Diferenaen «iebc. 
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1056 • 


13.2 


7.52466 


661 


3.3 


6 . 31690 


2595 


8.3 


7.11931 


1044 


13.3 


7 . 53127 


657 


3.4 


6.34285 


2519 


8.4 


7.12975 


1032 


13.4 


7 . 53784 


651 


3.5 


6.36804 


2449 


8.5 


7.14007 


1020 


13.5 


7.54435 


648 


3.6 


6 . 39253 


2381 


8.6 


7.15027 


1008 


13.6 


7.55083 


642 


3.7 


6.41634 


2318 


8.7 


7 . 1W35 


996 


13.7 


7.55725 


638 


3.8 


6 . 43952 


2258 


8.8 


7.17031 


986 


13.8 


7 . 56363 


633 


3.9 


6.46210 


2201 


8.9 


7 . 18017 


974 


13.9 


7 . 56996 


629 


4.0 


6.48411 


2146 


9.0 


7.18991 


964 


14.0 


7 . 57625 


625 


4.1 


6 . 50557 


2095 


9.1 


7 . 19955 


953 


14.1 


7.58250 


620 


4.2 


6 . 52652 


2046 


9.2 


7.20908 


944 


14.2 


7.58870 


616 


4.3 


6.54698 


1999 


9.3 


7.21852 


933 


14.3 


7.59486 


612 


4.4 


6 . 56697 


1954 


9.4 


7 . 22785 


923 


14.4 


7.60098 


607 


4.5 


6 . 58651 


1911 


9.5 


7.23708 


914 


14.5 


7.60T05 


604 


4.6 


6 . 60562 


1870 


9.6 


7.24622 


904 


14.6 


7.61309 


599 


4.7 


6 . 62432 


. 1831 


9.7 


7 . 25526 


895 


14.7 


7.61908 


596 


4.8 


6.64263 


1793 


9.8 


7.26421 


887 


14.8 


7.62504 


591 


4.9 


6 . 66056 


1757 


9.9 


7 . 27308 


877 


14.9 


7.63095 


588 


5.0 


6 . 67813 


1722 


10.0 


7.28185 


869 


15.0 


7.63683 


584 


'mIIa*. 
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7, C. 6. J. Jaeoii, zur Theorie der elUptUehen FuHetionen, 



& 


log. 9 


Diff.I. 


& 


log. 7 


Diff.I. 


& 


log.flf 


DiftT. 


15-0 


7.63683 


584 


20.0 


i.s^oes 


443 


25.0 


8.08971 


359 


15.1 


7.64267 


580 


20.1 


7.89511 


440 


25.1 


8.09330 


357 


15.2 


7.64847 


577 


20.2 


7.89951 


438 


25.2 


8.09687 


356 


15.3 


7.65424 


572 


20.3 


7.90389 


436 


25.3 


8.10043 


354 


15.4 


7.65996 


570 


20.4 


7.90825 


434 


25M 


8.10397 


354 


15.5 


7.66566 


565 


20.5 


7.91259 


433 


25.5 


8.10751 


351 


15.6 


7.67131 


562 


20.6 


7.91692 


430 


25.6 


8.11102 


351 


15.7 


7.67693 


559 


20.7 


7.92122 


428 


25.7 


8.11453 


350 


15.8 


7.68252 


555 


. 20.8 


7.92550 


426 


25.8 


8.11803 


348 


15.9 


7.68807 


552 


20.9 


7.92976 


424 


25.9 


8.12151 


347 


16.0 


7.69359 


34ö 


21.0 


7.93400 


423 


26.0 


8.12498 


345 


16.1 


7.69907 


545 


21.1 


7.93823 


420 


26.1 


8.12843 


345 


16.2 


7.70452 


542 


21.2 


7.94243 


418 


26.2 


8.13188 


343 


16.3 


7.70994 


539 


21.3 


7.94661 


417 


26.3 


8.13531 


342 


16.4 


7.71533 


535 


21.4 


7.95078 


415 


26.4 


8.13873 


341 


16.5 


7.72068 


533 


21.5 


7.95493 


413 


26.5 


8.14214 


340 


16.6 


7.72601 


529 


21.6 


7.95906 


411 


26.6 


8.14554 


338 


16.7 


7.73130 


526 


21.7 


7.96317 


409 


26.7 


8.14892 


338 


16.8- 


7.73656 


523 


21.8 


7.96726 


408 


26.8 


8.15230 


336 


16.9 


7.74179 


520 


21.9 


7.97134 


406 


26.9 


8.15566 


335 


17.0 


7.74699 


517 


22.0 


7.97540 


404 


27.0 


8.15901 


334 


17.1 


7.75216 


515 


22.1 


7.97944 


402 


27.1 


8.16235 


333 


17.2 


7.75731 


511 


22.2 


7.98346 


401 


27.2 


8.16568 


331 


17.3 


7.76242 


508 


22.3 


7.98747 


399 


27.3 


8.16899 


331 


17.4 


7.76750 


507 

• 


22.4 


7.99146 


397 


27.4 


8.17230 


329 


17.5 


7.77257 


502 


22.5 


7.99543 


396 


27.5 


8.17559 


329 


17.6 


7.7T759 


500 


22.6 


7.99939 


394 


27.6 


8.17888 


327 


17.7 


7.78259 


498 


22,7 


8.00333 


392 


27.7 


8.18215 


326 


17.8 


7.78757 


494 


22.8 


8.00725 


391 


27.8 


8.18541 


325 


17.9 


7.79251 


492 


22.9 


8.01116 


389 


27.9 


8.18866 


324 


18.0 


7.79743 


490 


23.0 


8.01505 


388 


28.0 


8.19190 


323 


18.1 


7.80233 


487 


23.1 


8.01893 


386 


28.1 


8.19513 


322 


18.2 


7.80720 


484 


23.2 


8.02279 


384 


28.2 


8.19835 


321 


18.3 


7.81204 


482 


•23.3 


8.02663 


383 


28.3 


8.20156 


320 


18.4 


7.81686 


479 


23.4 


8.03046 


381 


28.4 


8.20476 


319 


18.5 


7.82165 


476 


23.5 


8.03427 


380 


28.5 


8.20795 


318 


18.6 


7.82641 


475 


23.6 


8.03807 


378 


28.6 


8.21113 


317 


18.7 


7.83116 


471 


23.7 


8.04185 


377 


28.7 


8.21430 


315 


18.8 


7.83587 


470 


23.8 


8.04562 


375 


28.8 


8.21745 


315 


18.9 


7.84057 


467 


23.9 


8.04937 


374 


28.9 


8.22060 


314 


19.0 


7.84524 


464 


24.0 


8.05311 


372 


29.0 


8.22374 


313 


19.1 


7.84988 


463 


24.1 


8.05683 


371 


29.1 


8.22687 


312 


19.2 


7.85451 


460 


24.2 


8.06054 


370 


29.2 




311 


19.3 


7.85911 


457 


24.3 


8.06424 


368 


29.3 


8.23310 


310 


19.4 


7.86368 


456 


24.4 


8.06792 


367 


29.4 


8.23620 


30» 


19.5 


7.86824 


453 


24.5 


8.07159 


365 


29.5 


8.23929 


308 


19.6 


7.87277 


451 


24.6 


8.07524 


364 


29.6 


8.24237 


307 


19.7 


7.87728 


449 


24.7 


8.07888 


362 


29.7 


8.24544 


306 


19.8 


7.88177 


447 


24.8 


8.08250 


361 


29.8 


8.24850 


306 


19.0 


7.88624 


444 


24.9 


8.08611 


360 


29.9 


8.25156 


*%^^^ 



20.9 7.89068 443 



25.0 8.08971 359 



30.0 8.25461 303 



7. C. G.J. Jacobiß zur Theorie der elliptischen Functionen. 



tu 



50.0 
30.1 
50.2 
30.3 
30.4 

30.5 
30.6 
30.7 
30.8 
30.9 

31.0 
31.1 
31.2 
31.3 
31.4 

31.5 
31.6 
31,7 
31.8 

31.9 

32.0 
32.1 
32.2 
32.3 
32.4 

32.5 
32.6 
32.7 
32.8 
32.9 

33.0 
33.1 
33.2 
33.3 
33.4 

33.5 
33.6 
33,7 
33.8 
33.9 

34.0 
34.1 
34.2 
34.3 
34.4 

34.5 
34.6 

34.7 
34.8 
34.9 



log. 7 

8.25461 
8.25764 
8.26067 
8.26368 
8.26669 

8 . 26970 
8 . 27268 
8 . 27567 
8.27864 
8.28160 

8.28456 
8.28751 
8.29045 
8 . 29338 
8.29630 

8.29922 
8.30212 
8.30502 
8.30791 
8.31079 

8.31367 
8.31654 
8.31940 
8.32225 
8.32509 

8.32792 
8.33075 
8.33357 
8.33638 
8.33919 

8.34199 
8.34478 
8.34756 
8 . 35034 
8 . 35311 

8.35587 
8.35862 
8.36137 
8.36411 
8.36684 

8.36957 
8.37229 
8.37500 
8.37771 
8.38041 

8.38310 
8.38579 
8.38847 
8.39114 
8.39380 



Diff.I. 

303 
303 
301 
301 
301 

301 
298 
297 
296 
296 

295 
294 
293 
292 
292 

290 
290 
289 
288 
288 

287 
286 
285 
284 
283 

283 
.282 
281 
281 
280 

279 
278 
278 
277 
276 

275 
275 

274 
273 
273 

272 
271 
271 
270 
269 

269- 

268 

267 

266 

266 



35.0 
35.1 
35.2 
35.3 
35.4 

35.5 
35.6 
35.7 
35.8 
35.9 

36.0 
36.1 
36.2 
36.3 
36.4 

36.5 
36.6 
36.7 
36.8 
36.9 

37.0 
37.1 
37.2 
37.3 
37.4 

37.5 

37.6 
37.7 
37.8 
37.9 

38.0 
38.1 
38.2 
38.3 

38.4 

38.5 
38.6 
38.7 
38.8 
38.9 

39.0 
39.1 

39.2 
39.3 
39.4 

39.5 
39.6 
39.7 
39.8 
39.9 



log. 7 

8.39646 
8.39911 
8.40176 
8.40440 
8.40704 

8.40966 
8.41228 
8.41490 
8.41751 
8.42011 

8.42271 
8.42530 
8.42788 
8.43046 
8.43303 

8.43560 
8.43816 
8.44072 
8.44327 
8.44581 

8.44835 
8.45088 
8.45341 
8.45593 
8.45844 

8.46095 
8.46346 
8 . 46596 
8.46845 
8.47094 

8 . 47342 
8.47590 
8.47837 
8.48084 
8.48330 

8.48575 
8.48820 
8.49065 
8.49309 
8.49553 

8,49796 
8.50038 
8.50280 
8.50522 
8.50763 

8.51003 
8 . 51243 
8.51483 
8.51722 
8.51961 



Diff.L 

265 
265 
264 
264 
262 

262 
262 
261 
260 
260 

259 
258 
258 
257 
257 

256 
256 
255 
254 
.254 

253 
253 
252 
251 
251 

251 
250 
249 
249 
248 

248 
247 
247 
246 
245 

245 
245 
244 
244 
243 

242 
• 242 
242 
241 
240 

240 
240 
239 
239 
238 



& 

40.0 
40.1 
40.2 
40.3 
40.4 

40.5 
40.6 
40.7 
40.8 
40.9 

41.0 
41.1 
41.2 
41.3 
41.4 

41.5 
41.6 
41.7 
41.8 
41.9 

42.0 
42.1 
42.2 
42.3 
42.4 

42.5 
42.6 
42.7 
42.8 
42.9 

43.0 
43.1 
43.2 
43.3 
43.4 

43.5 

43.6 
43.7 
43.8 
43.9 

44.0 
44.1 
44.2 
44.3 

44.4 

44.5 
44.6 

44.7 
44.8 
44.9 



log.q 

8.52199 
8.52437 
8 . 52674 
8.52911 
8.53147 

8.53383 
8.53618 
8.53853 
8.54088 
8.54322 

8.54555 
8.54788 
8.55021 
8.55254 
8.55486 

8.55717 
8.55948 
8.56178 
8.56408 
8.56638 

8.56867 
8.57096 
8.57325 
8.57553 
8.57780 

8.58007 
8.58234 
8.58461 
8.58687 
8.58912 

8.59137 
8.59362 
8.39587 
8.59811 
8.60035 

8.60258 
8.60481 
8.60703 
8.60925 
8.61147 

8.61368 
8.61589 
8.61810 
8.62031 
8.62251 

8.62470 
8.62689 
8.62908 
8.63127 
8.63345 



Diff.I. 

238 
237 
237 
236 
236 

235 
235 
235 
234 
233 

233 
233 
233 
232 
231 

231 
230 
230 
230 
229 

229 
229 
228 
227 
227 

227 
227 
226 
225 
225 

225 
225 
224 
224 
223 

223 
222 
222 
222 
221 

221 
221 
221 
220 
219 

219 
219 
219 
218 
218 



35.0 8.39646 265 



40.0 8.52199 238 



45.0 8.63563. 217 
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112 7* C. Q.J. Jacobiß zur Theorie der eUipiieehm FunetUmen. 



^ 


log. 7 


Diff.I. 


^ 


log.flf 


Diff.I. 


^ 


log.g 


DUtL 


45.0 


8.63563 


217 


50.0 


8.74052 


203 


55.0 


8.83912 


192 


45.1 


8.63780 


217 


50.1 


8.74255 


202 


55.1 


8.84104 


192 


45.2 


8.63997 


217 


50.2 


8.74457 


202 


55.2 


8.84296 


192 


45.3 


8.64214 


216 


50.3 


8.74659 


202 


55.3 


8.84488 


191 


45.4 


8.64430 


216 


50.4 


8.74861 


202 


55.4 


8.84679 


192. 


45.5 


8.64646 


216 


50.5 


8.75063 


201 


55.5 


8.84871 


191 


45.6 


8.64862 


215 


50.6 


8.75264 


201 


55.6 


8.85062 


192 


45.7 


8.65077 


215 


50.7 


8.75465 


201 


55.7 


8.85254 


191 


45.8 


8.65292 


215 


50.8 


8.75666 


201 


55.8 


8.85445 


190 


45.9 


8.65507 


215 


50.9 


8.75867 


201 


55.9 


8.85635 


191 


46.0 


8.65722 


214 


51.0 


8.76068 


200 


56.0 


8.85826 


191 


46. t 


8.65936 


214 


51.1 


8.76268 


200 


56.1 


8.86017 


190 


46.2 


8.66150 


213 


51.2 


8.76468 


199 


56.2 


8.86207 


191 


46.3 


8.66363 


213 


51.3 


8.76667 


200 


56.3 


8.86398 


190 


46.4 


8.66576 


213 


51.4 


8.76867 


199 


56.4 


8.86588 


190 


46.5 


8.66789 


212 


51.5 


8.77066 


199 


56.5 


8.86778 


190 


46.6 


8.67001 


212 


51.6 


8.77265 


199 


56.6 


8.86968 


189 


46.7 


8.67213 


212 


51.7 


8.77464 


199 


56.7 


8.87157 


190 


46.8 


8.67425 


212 


51.8 


8.77663 


198 


56.8 


8.87347 


189 


46.9 


8.67637 


211 


51.9 


8.77861 


198 


56.9 


8.87536 


190 


47.0 


8.67848 


211 


52.0 


8.78059 


198 


57.0 


8.87726 


189 


47.1 


8.68059 


211 


52.1 


8.78257 


198 


57.1 


8.87915 


189 


47.2 


8.68270 


210 


52.2 


8.78455 


198 


57.2 


8.88104 


189 


47.3 


8.68480 


210 


52.3 


8.78653 


197 


57.3 


8.88293 


188 


47.4 


8.68690 


210 


52.4 


8.78850 


197 


57.4 


8.88481 


189 


47.5 


8.68900 


209 


52.5 


8.79047 


197 


57.5 


8.88670 


188 


47.6 


8.69109 


209 


52.6 


8.79244 


197 


57.6 


8.88858 


189 


47.7 


8.69318 


209 


.52.7 


8.79441 


196 


57.*7 


8.89047 


188 


47.8 


8.69527 


209 


52. 8 


8.79637 


197 


57.8 


8.89235 


188 


47.9 


8.69736 


208 


52.9 


8.79834 


196 


57.9 


8.89423 


188 


48.0 


8.69944 


208 


53.0 


8.80030 


196 


58.0 


8^89611 


188 


48.1 


8.70152 


208 


53.1 


8.80226 


195 


58.1 


8.89799 


188 


48.2 


8.70360 


207 


53.2 


8.80421 


196 


58.2 


8.89987 


187 


48.3 


8.70567 


207 


53.3 


8.80617 


195 


58.3 


8.90174 


188 


48.4 


8.70774 


207 


53.4 


8.80812 


195 


58.4 


8.90362 


187 


48.5 


8.70981 


207 


53.5 


8.81007 


195 


58.5 


8.90549 


187 


48.6 


8.71188 


206 


53.6 


8.81202 


195 


58.6 


8.90736 


187 


48.7 


8.71394 


207 


53.7 


8.81397 


194 


58.7 


8.90923 


187 


48.8 


8.71601 


205 


53.8 


8.81591 


194 


58.8 


8.91110 


187 


48.9 


8.71806 


205 


53.9 


8.81785 


194 


58.9 


8.91297 


187 


49.0 


8.72011 


206 


54.0 


8.81979 


195 


59.0 


8.91484 


187 


49.1 


8.72217 


205 


54.1 


8.82174 


194 


59.1 


8.91671 


186 


49.2 


8.72422 


204 


54.2 


8.82368 


193 


59.2 


8.91857 


187 


49.3 


8.72626 


205 


54.3 


8.82561 


194 


59.3 


8.92044 


186 


49.4 


8.72831 


204 


54.4 


8.82755 


193 


59.4 


8.92230 


186 


49.5 


8.73035 


204 


54.5 


8.82948 


193 


. 59.5 


8.92416 


187 


49.6 


8.73^9 


204 


54.6 


8.83141 


193 


59.6 


8.92603 


186 


49.7 


8.73443 


203 


54.7 


8.83334 


193 


59.7 


8.92789 


186 


49.8 


8.73646 


203 


54.8 


8.ai527 


192 


59.8 


8.92975 


186 


49.9 


8.73849 


203 


54.9 


8.83719 


193 


59.9 


8.93161 


186 



50.0 8.74052 203 



55.0 8.83912 192 



60.0 8.93347 185 
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* 


log. 47 


Difr.1 


& 


log.q 


Diff.I. 


^ 


log. 9 


DilLI 


m.o 


8.93347 


185 


65.0 


9.02553 


183 


70.0 


9.11748 


185 


60.1 


8.93532 


186 


65.1 


9.02736 


183 


70.1 


9.11933 


186 


60.2 


8.93718 


185 


65.2 


9.02919 


183 


70.2 


9.12119 


186 


60.3 


8.93903 


186 


65.3 


9; 03102 


183 


70.3 


9.12305 


186 


60.4 


6.94089 


ia5 


65.4 


9.03285 


184 


70.4 


9.12491 


186 


60.5 


8.94274 


J85 


65.5 


9.03469 


183 


70.5 


9.12677 


186 


60.6 


8.94459 


186 


65.6 


9.03652 


183 


70.6 


9.12863 


186 


60.7 


8.94645 


185 


65.7 


9.03835 


183 


70.7 


9.13049 


187 


60.8 


8.94830 


185 


65.8 


9.04018 


184 


70.8 


9.13236 


186 


60.9 


8.95015 


185 


65.9 


9.04202 


183 


70.9 


9.13422 


187 


61.0 


8.95200 


185 


66.0 


9.04385 


183 


71.0 


9.13609 


187 


61.1 


8.95385 


184 


66.1 


9.04568 


183 


71.1 


9.13796 


187 


61.2 


8.95569 


185 


66.2 


9.04751 


183 


71.2 


9.13983 


187 


61.3 


8.95754 


185 


66.3 


9.04934 


184 


71.3 


9.14170 


187 


61.4 


8.95939 


184 


66 <4 


9.05118 


183 


71.4 


9 . 14357 


187 


61.5 


8.96123 


185 


66.5 


9.05301 


183 


71.5* 


9.14544 


188 


61.6 


0.96308 


184 


66.6 


9.05484 


184 


71.6 


9.14732 


188 


61.7 


8.96492 


185 


66.7 


9.05668 


183 


71.7 


9.14920 


188 


61.8 


8.96677 


184 


66.8 


9.05851 


184 


71.8 


9.15108 


188 


61.9 


8.96861 


184 


66.9 


9.06035 


183 


71.9 


9.15296 


188 


62.0 


8.97045 


184 


67^0 


9.06218 


184 


72.0 


9.15484 


188 


62.1 


8.97229 


185 


67.1 


9.06402 


183 


72.1 


9.15672 


189 


62.2 


8.97414 


184 


67.2 


9.06585 


184 


72.2 


9.15861 


189 


62.3 


8.97598 


184 


67.3 


9.06769 


183 


72.3 


9.16050 


189 


62.4 


8.97782 


184 


67«4 


9.06952 


184 


72.4 


9 . 16239 


189 


62.5 


8.97966 


184 


67.5 


9.07136 


184 


72.5 


9.16428 


189 


62.6 


8.98150 


183 


67.6 


9.07320 


183 


72.6 


9.16617 


189 


62.7 


8.98333 


184 


67.7 


9.07503 


184 


72.7 


9.16806 


190 


62.8 


8.98517 


184 


67.8 


9.07687 


184 


72.8 


9.16996 


190 


62.9 


8.98701 


184 


67*9 


9.07871 


184 


72.9 


9.17186 


190 


63.0 


V. «fcXXf9 


184 


68.0 


9.08055 


184 


73.0 


9.17376 


190 


63.1 


8.99069 


183 


68.1 


9.08239 


184 


73.1 


9.17566 


191 


63.2 


8.99252 


184 


68.2 


9.08423 


184 


73.2 


9.17757 


191 


63.3 


8.99436 


183 


68.3 


9.08607 


184 


73.3 


9.17948 


191 


63.4 


8.99619 


184 


68.4 


9.08791 


184 


73.4 


9.18139 


191 


63.5 


8.99803 


183 


68.5 


9.08975 


184 


73.5 


9.18330 


191 


63.6 


8.99986 


184 


68.6 


9.09159 


185 


73.6 


9.18521 


192 


63.7 


9.00170 


183 


68.7 


9.09344 


184 


73.7 


9.18713 


192 


63.8 


9.00353 


184 


68.8 


9.09528 


185 


73.8 


9.18905 


192 


63.9 


9.00537 


183 


68.9 


9.09713 


184 


73.9 


9.19097 


192 


64.0 


9.00720 


183 


69.0 


9.09897 


185 


74.0 


9.19289 


193 


64.1 


9.00903 


184 


69.1 


9.10082 


185 


74,1 


9.19482 


193 


64.2 


9.01087 


iH^ 


69.2 


9.10267 


184 


74.2 


9.19675 


193 


64.3 


9.01270 


183 


69.3 


9.10451 


185 


74.3 


9.19868 


193 


64.4 


9.01453 


184 


69.4 


9.10636 

• 


185 


74.4 


9.20061 


194 


64.5 


9.01637 


la") 


69.5 


9.10821 


185 


74.5 


9.20255 


194 


64.6 


9.01820 


183 


69.6 


9.11006 


185 


74.6 


9.20449 


194 


64.7 


9 02003 


183 


69.7 


9.11191 


186 


74.7 


9.20643 


195 


64.8 


9.02186 


183 


69.8 


9.11377 


185 


74.8 


9.20838 


195 


64.9 


9.02369 


184 


69.9 


9^1562 


186 


74,9 


9.21033 


195 



65.0 9.02553 183 



70.0 9.11748 185 



75.0 9.21228 195 
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^ 


log. 7 


Diff.I. 


t^ 


log.q 


Diff. I. 


1^ 


loe.q 


Diff. I. 


75.0 


9.21228 


195 


80.0 


9.31515 


220 


85.0 


9.43962 


296 


75,1 


9.21423 


196 


80.1 


9.31735 


222 


65.1 


9.44256 


298 


75.2 


9.21619 


196 


80.2 


9.31957 


222 


85.2 


9.44554 


301 


75.3 


9.21815 


196 


80.3 


9.32179 


222 


85.3 


9.44855 


304 


75.4 


9.22011 


197 


80.4 


9.32401 


224 


85.4 


9.45159 


307 


75.5 


9.22208 


197 


80.5 


9.32625 


224 


85.5 


9.45466 


310 


75.6 


9.22405 


197 


80.6 


9.32849 


225 


85.6 


9.45776 


314 


75.7 


9.22602 


198 


80.7 


9.33074 


227 


85.7 


9.46090 


318 


75.8 


9.22800 


198 


80.8 


9.33301 


227 


85.8 


9.46408 


321 


75.9 


9.22998 


198 


80.9 


9.33528 


228 


85.9 


9.46729 


325 


76.0 


9.23196 


199 


81.0 


9.33756 


229 


86.0 


9.47054 


329 


76.1 


9 . 23395 


199 


81.1 


9.33985 


230 


86.1 


9.47383 


334 


76.2 


9.23594 


200 


81.2 


9.34215 


230 


86.2 


9.47717 


338 


75.3 


9.23794 


200 


81.3 


»1 . «#4443 


232 


86 .3 


9.48055 


343 


76.4 


9.23994, 


200 


81.4 


9.34677 


233 


86.4 


9.48398 


348 


76.5 


9.24194 


201 


81.5 


9.34910 


234 


86.5 


9.48746 


353 


76.6 


9.24395 


201 


81.6 


9.35144 


235 


86.6 


9 . 49099 


359 


76.7 


9.24596 


201 


81.7 


9.35379 


236 


86.7 


9.49458 


364 


76.8 


9.24797 


202 


81.8 


9.35615 


238 


86.8 


9.49822 


370 


76.9 


9 . 24999 


203 


81.9 


9 . 35853 


238 


86.9 


9:50192 


377 


77.0 


9.25202 


202 


82.0 


9 . 36091 


240 


87.0 


9 . 50569 


384 


77.1 


9.25404 


204 


82.1 


9.36331 


240 


87.1 


9.50953 


391 


77.2 


9.25608 


203 


82.2 


9.36571 


242 


87.2 


9.51344 


398 


77.3 


9.25811 


204 


82.3 


9.36813 


244 


87.3 


9.51742 


407 


77.4 


9.26015 


205 


82.4 


9,37057 


244 


87.4 


9.52149 


416 


n.5 


9.26220 


205 


82.5 


9.37301 


246 


87.5 


9.52565 


425 


77.6 


9.26425 


206 


82.6 


9.37547 


247 


87.6 


9 . 52990 


435 


77.7 


9.26631 


206 


82.7 


9.37794 


249 


87.7 


9.53425 


445 


77.8 


9.26837 


206 


82.8 


9.38043 


250 


87.8 


9.53870 


458 


77.9 


9.27043 


207 


82.9 


9.38293 


252 


87.9 


9.54328 


470 


78.0 


9.27250 


208 


83.0 


9.38545 


253 


88.0 


9.54798 


484 


78.1 


9.27458 


208 


83.1 


9.38798 


255 


88.1 


9.55282 


499 


78.2 


9.27666 


209 


83.2 


9.39053 


256 


88.2 


9.55781 


515 


78.3 


9.27875 


209 


63.3 


9.39309 


258 


88.3 


9.56296 


534 


78.4 


9.28084 


210 


83.4 


9.39567 


260 


88.4 


9.56830 


554 


78.5 


9 . 28294 


210 


83.5 


9.39827 


261 


88.5 


9.57384 


577 


78.6 


9.28504 


211 


83.6 


9.40088 


263 


88.6 


9.57961 


602 


78.7 


9.28715 


211 


83.7 


9.40351 


265 


88.7 


9.58563 


632 


78.8 


9.28926 


212 


83.8 


9.40616 


267 


88.8 


9.59195 


665 


78.9 


9.29138 


213 


83.9 


9.40883 


269 


88.9 


9.59860 


704 


79.0 


9.29351 


214 


84.0 


9.41152 


271 


89.0 


9.60564 


750 


79.1 


9.29565 


214 


84.1 


9.41423 


273 


89.1 


9.61314 


805 


79.2 


9.29779 


214 


84.2 


9.41696 


275 


89.2 


9.62119 


874 


79.3 


9.29993 


215 


84.3 


9.41971 


277 


89.3 


9.62993 


959 


79.4 


9.30208 


216 


84.4 


. 9.42248 


279 


89.4 


9.63952 


1073 


79.5 


9.30424 


217 


84.5 


9.42527 


282. 


89.5 


9.65025 


1229 


79.6 


9.30641 


218 


84.6 


9.42809 


284 


89.6 


9.66254 


1462 


79.7 


9.30859 


218 


84.7 • 


9.43093 


287 


89.7 


9.67716 


1859 


79.8 


9.31077 


219 


84.8 


9.43380 


290 


89.8 


9.69575 


2725 


79.9 


9.31296 


219 


84.9 


9.43670 


292 


89.9 


9.72300 


27700 


80.0 


9.31515 


220 


85.0 


9.43962 


294 


90.0 


10.00000 
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8. 

Sur reliminatioD des noeuds dans le probleme des 

trois Corps. 

(Par Mr. C. G. /• Jacobi^ prof. des matL k runivereit^ de Königsberg.) 

(Bxtrait da compte rendu des s^ancet de racademie des sciences de Paris, s^ance da londi 8. Aoüt 1842.) 



Aies illustres geometres du siecle passe, en traitaiit le probleme des trois 
Corps, bot chercbe le mouvement de deux d'entre eux autour du troisi^me 
QU autour du centre de gravite de tous les trois. Mais, en röduisant de 
oette maniere le probleme de trois corps qui s'attirent mutuellement a un 
probleme de deux corps qui se meuvent autour d'un point fixe, on fait perdre 
aux equations differeutielles du probleme cette forme precieuse dont elles 
jouisseut dans leur etat primitif, savoir, que les secondes differentielles des 
coordonnees soient egalees aux derivees d'une mdme fonction. (Test par 
cette raison que les principes de la cojiservation des forces vives et des 
aires cesseot d'avoir lieu par rapport aux deux corps. On pourra cepen- 
dant eviter cet inconvenient en agissant de la maniere suivante: 

Supposons, pour plus de gen^ralite, que le Systeme se compose de 
n corps, du soleil et de n — 1 planetes. Comme il est permis de supposer 
que son centre. de gravite reste en repos, on aura une eqnatioa lineaire 
entre cbacun des trois systemes de coordonnees du rodme nom. Donc les 
n coordonnees paralleles a un mdme axe pourront dtre exprim^es lineaire- 
roent par n — 1 autres quantites, en etablissant n — 1 equations de condition 
entre les n(n — 1) constantes qui entrent dans ces n expressions linöaires. 
Comme on peut djsposer encore d'un nombre (n — 1)^ de constantes, on 
lea d^terminera de maniere que, dans l'expression de la force vive du Sy- 
steme, s'evanouissent les ^(n — l)(n — 2) produits des differeutielles pre- 
miöres des nou volles variables. En se servant de formules parfaitement 
semblables pour cbaque Systeme de coordonnees du mSme nom, et en consi- 
derant les donvelles variables comme les coordonnees de n — I autres corps, 
an aura riduit de cetle maniere la force vive du Systeme des n corps 
proposes ä celle d'un Systeme de n — 1 corps, des masses convenables 
etant attribuees ä ces derniers. II y aura mdme dans les formules de re- 
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ductioD an oombre \n(n — 1} de constantes arbitraires et doot oo pourra 
profiter de differentes mauieres. 

D'apres ee qu'on vient de dire, le prineipe de la conMrvation des 
forces vives donnera une eqaatioo dans laqaelle la Mrome des forces vives 
des*n— 1 Corps fictirs sera egalee a aoe fonction de lears coordonaöes. 
En se servant des regles generales de Lagrange , on en döduira, par de 
simples differentiations partielles, les equatious differeotielles du probl^me 
reduit, et Tod reeonaaitra aisement^qae la conservatioo des aires a lieu 
dans le mouvemeot des n — 1 corps par lesqaels on a remplace le sy»teme 
propose. Ces n — 1 corps ue s'ecartent d'ailleurs de n — i planet^ que 
de petites quantit^ de Fordre des forces perturbatrices, de maniere que la 
premiere approximation peat Stre la mdme pour les ans et poar les autres. 
Le cbangemeiit qae, dans cette anaiyse, doit subir Texpression de la foroe 
perturbatrice n'aagmente päs la difficuUe de sou developpenieut. 

En appliquant la metbode que je yiens d'exposer an probleme den 
trois corps, od rädait celui-ci a an probleme du niouvement de deux corps 
qai joait de proprietes remarquables. En effet, les trois equations foarnies 
par la conservation des aires fönt vbir: 

1^ Que Tintersection commune des plana des orbites des deox corps 
reste constamment dans au plan fixe: c'est le plan invariable du Systeme; 

8^ Que les inclinaisons des plans des. deox orbites a ce plan fixe 
et les parametres de ces orbites regardes comme des ellipses variables, 
sout quatre Clements, dont deux quelconques determinent rigoureusemeot 
les deux autres. 

Cboisissons pour variables du probleme les incliuaisons des deux 
orbites au plan invariable, les deux rayons vecteurs, les angles qu'iU for-% 
ment avec Tintersection commune des plans des deux orbites, enfin Tangle 
qae forme cette intersection situee, comme on a vu, dans le plan invariable« 
avec une droite fixe de ce plan. On trouvera que ce demier angle di^pa^ 
rait entierement du sgsteme des equations di0rentielles et se ditermme 
apres teur integration par une qnadrature. Donc, dans cette nouvelle 
forme des equations difierentielles n'entre aucuue trace des noeuds. Les 
six equations difierentielles du second ordre, qui exprimeut le mouvement 
relatif des trois corps, s'y tronvent reduites ä cinq equations du premier 
ordre et une seule du second. Par suite, Ton a fait cinq integrations. Leo 
integrales connues u'etant qu'au nombre de quatre , on pourra donc diro 
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que Ion a fait iine intögration de plus daiui le systöme da monde. Je dia 
dans le sjrateme du monde« puiaiioe la w6me m^Uiode a'appiiqae ä un nombre 
quelconqoe de corps. 

ANALYSE. 

' 1. Soient m la masse du Soleil^ tni et m, oellea des deux planeces; 
SOient ^^v^ ^; iu v^ ^ij Szj t;,, ^3 les coordonneea reetangttlairea dea troia 
corpa m, ini, fiity rapportöes a leur centre de gravite. Comme on a lea 

trois eqnatioiis 

1m|+mi|| + mjf, = 0, 

jl sera penms de faire 

les «IX constaotes o, /?, etc^ devant satisfaire aox deox eonditions 



3. I 



m/?-|-m,;».-fm,/9,= 0. 

Sopposons de |tlii8 qae, pai les sobstitolioiw (S.)> ^ sonme des fotces 
-vives da sTatäme 2 T se change en cette e^reasion 

+-[(^)'+(^r+(4i^)i 

01^ anrales troia ^oationa 

J'obserre qu7en vertn dea formalea (3.) on peut faire 

•• fhßi^^ßi ==^ ^'^i ^ß — ^ßt = «•«•!» «/^i— «1/8 == €.«»1^ 

e ötant na fiicceur ind^teranne. Des formoles (S.) et (6.) on tire anssi 
ceDe-ci: 

Sfi Ton iah 
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on aura 



9. 



99 = (fi-^0H(«i-f,)H(5.-W' 

(».(»1= (l»-l)'+(Va-f)'+(?,-?)' 

=yJrr-|-2/i<y,rriCOsJ7-f-^Jrirj, 

9^92 = (l-^i)H(v-*'.)'+(^-S.)' 
= yj rr+ 2yi ()fjrri cos 174- <yj r, r„ 



oü l'ou a mis, poar plus de simplicite, 



to. 



ce qui doaue 



Si Tod met 




«1— oj, <^ = /?i-Ä, 

« — «1» ^J= ß — ßll 



»*• y+n+y« = 0, <y+<>i+<y, = 0. 



ü 



fntn- 



fiftfit« I iH| fii) 



e. ~ ei ^ e 



fiii ffi^ 



le principe des forces vives foarnit lequation 



12. T = V—h 



fiii m^ 



-Ä, • 



A etaot uoe coua(aDte arbitraire. Or, si daiis celte eqoation l'oii substitae 
les valeurs des qnaotites T, 9, (>i, 92 (irees des formiiles (4.) et (9.)) 011 
aura tout de suite, par les regles getierales doiiiiöes par Lagrange dans 
sa Mecatüque analytique, 



13. 



m^m^y{yx-\-8x^) dU 



d*x 

.. d*y _ ^ mimtr(rr-\-9y^) dU 

^~dW — ~^ T* — ~df' ' 

„ rf*» ^ m,OT,y(yz-|-^z,) dV 



dV 



^*"rf?»~ — -'2' p, 



Od (Ire de ces fonnules les suivantes: 
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/-. \ ■«' «»1 ♦»« y^ 

= — i^Xt — y a?i) s -^-— • 

Ces equatious doooent les trois integrales 

f'(y^-'^)+f'^{y^^t-'^-dt) = '' 

Äff ] t äx dz\ I / rfjT. dz,\ 

^> <^i? <^i; ötant des constantes arbitraires. Je remarque a oette occasion 
les formales 



16. 






/ rf»2 



it 



d'oo Ton tire 



17. 



^A*i 



d(w i±—!K^yj.4.Y^—z^\ 



(y«i— «yi)S 






On a deux autres systemes de formules semblables ä celui des formales 
(16.) et (17.), et qui se rapportent aux coordoonees z et x et aux co- 
ordonoees x et y. 

D'apres une propriöte connue des fonctions homogenes, il sait des 
formales (13.) 

^^\^ dO ^y dt* +* dt*) 



18. 



, / d*s. , d*y, , d*z.\ 



= -ü. 



16» 
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DoDC, eo faisaot usage des formules (4.) et (12.), od obtient la snivante: 

Les six äquatioos (13.) pourront servir a determiner les aix qnantites Xy 
y, etc., en foDctiou du temps. Mais on pourra aussi cbousir pour cet effet 
six au(res equations independantes entre elles et qui se dedoisent des 
eqaations (13.) par des combiDaisous differeutes, par exemple, les quatre 
equations (12.) et (15.), iwe des ^quations (14.) et requation (19.). En 
effet, 00 reviendra sans peioe de ces derni^res aux equations (13.). 

On determinera a^ /?, etc.^ par les qaantites y, d, etc., an moyen 

des formules 

!Ma = n»! y, — iiij y, , Mß = m^Ä, — ifiiÄi, 
ilf Ca == wty^ — iii,y, ilf /9j| = iw (Ji — Jiit 1^, 
oü M --m-f '''i -{-»h* Ces fornniles ötant substituees dans (&•), on aura 

formules analogues aux eqnations (5.) 

2. Je veax disculer a present la grandeur des difförentes conr 
Staates qoi eutreot dans les fonnnles prec^entes« Ces consfantes n'etant 
pas eulierement determinees, il s'agira de faire telles suppositions snr levr 
grandeur respective qui pourront subsister ayec les equslions de conditioiL 
etablies entre ces constantes et qui permettront en mSme temps de faire 
usage des metbodes d'approximacion connnes. 

Les equations de condition que Von a etablies entre les constantes 
Uj ßy etc., sont les suivantes: 

m/J-f m,ß, + m,ß, ^ 0, 

Celles que Ton a entre les six constantes ^, dy etc., seront 

^fnini2y^'\'mimyi^g'\'mm^y2^2 ==0. 
Les masses des planetes etant tres*petites par rapport au Soleil les£ac- 
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tions ^, -^ seront des qoanitil^s trös-petites du premier ordre« Cela 

pos4 les equatioos (1.) fönt voir qn'il est permis de sopposer ai et /?3 tres- 
procbes de Tauite, pendaot qae les constantes a, a^y ß^ ß^ seront des quao- 
tites da premier ordre« En effet, si Ton fait 

eu tirera des eqaations (1.) les formules approcbees, 

a=— ^, a^ = 1, l-|.,^-j-5 = 0, 

d*oü Ton (ire les valeors approcbees correspoodantes des qaaotites y^ d^ etc.» 

r=t, y^^-it"^' ra = -i, 
d= -1, J, = 1, d^ = ^s. 

Eufio les qoantites /t et fi^ s'ecarteront peu des masses nii et m,. Toas 
les ecarts de ces valeurs approchees avec les veritables valeurs poarront 
dtre sapposes de Fordre des forces perturbatrices. 

U suit des coosideratioos precedentes^ que les quautites x, y^ z ne 
s'ecarteroRt de ^i^ v^j ^i, et que les quantites x^^ y^, z^ ue s'ecarterout de 
^29 ^29 ^2 que de quautites de Fordre des forces perturbatrices. Donc, si 
Ton imagiue deux corps doul les coordonuees respectives sout x, y, z^ et 
^19 Yiy ^19 1^^^ mouvement autour du ceutre de gravite du Systeme des 
trois corps pourra, en premiere approximatiou, etre regarde comme eliip- 
tique. La möme cbose aura lieu si le mouvement est rapporte ä tout autre 
poiot qui ne s'ecarte de ce ceotre que de quautites de Fordre des forces 
pertorbatrices. En negligeaot ces quantites, ou deduit des formules (3.) 
et (13.) du u^ 1. les equations diflereutielles qui servent a la premiere ap- 
proximatiou, et que Fon integrera par les formules eiliptiques connues, 

d^ X mm^^ 

li^ ~ 777^ 

6. / d^y mm , 

dt^ r,fi 

d^z mm. 



X 

TT» 


d^x^ mm^ X, 




d*y, mm, y, 
dt* ^./«. -rj» 


t 


d^ z^ mm^ 2i| 


7T> 


dV *.^i'rr 



oü les facteurs ^ • • ne s'ecartent de Funitö que de quantites du 
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premier ordre par rapport aux forces pertobatrices. Si Tuoe des deox pla» 

D^es, par exemple la seconde, est beaucoup plas äloigoee du Soleil que 

Tautre, il couvieodra de substifaer aax (rois derniöres de ces equatfOM 

Celles - ci : 

d^x. 






dt 



7. riyj. = 

dt^ 



dt^ 

Dans les approximations successives Tod pourra laisser iodeterminees les 
qoantites fi^ f^i^ y^ S^ etc.; seubment il sera boD de fixer la valear de la 

quantitö — . Si Tou fait exactement y=ia^ — a^=z\^ d = ßi — ß2 = — tf 
ou aara 

• 8. ^i — la = ^ — ^u V| — V2 = r — rn ?i — ^2 = a^— a^i* 
Dans ce cas, on peut eiivisager lesquantites x, y, 2r et a?i, ^i, Zi comme 
les cöordonnees des deux planstes elles-mdmes, mais rapport^es a un aolre 
point qae le centre de gravit^ du Systeme. En effet, ou pourra faire, eo 
rnSme temps, 

K2 = ^i'\-as v^ = ri-\'b, ?i = ar^-f c, 
a, b, c etant determinees par les equations 

10. a r= a2X^ßiXi, * = o^y+Z^irn c =^ a2Z-\-ß^z^. 
Or des Equations 

OU tire 

et comme on a ai4-/^i = a2 4-/5?? on aura aussi 

On trouve de la mdme nianiere 

Si Tod retrancbe des coordonuees a, l, et ^^ la mSme quantitö 

M etant la somme des masses, on trouvera, apres quelques r^doctioi», la 
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Talear snivante de a, et de la mdme maniere les valeurär ci-Jointes de b et de e, 

* i+yi-*. • 

Les coDstantes ^i et d\ qoi eDtrent dans ces formales poorront dtre des 
qaantiles quelconques remplissant reqaation de eondition 

il sera doiic, entre aotres, permis de metlre 

18. &, = o, ri = ~-^ 0« ri = o, Ji = --5.. 

Ko supposant toujonrs 

y = -<>= 1, 

on aara eocore 

Ma = — [(mi4-m2)yi-f mj, ilf/3 = (mi -j- «ij) cJj — nii , 

IXy — ^ m-(my, — m.) ,4 • » v 

^, — »»^^1^2-^;:^;;^— — j^y^ Ci + yi cr^;. 

Les forinules (ll*) soiit iiidepeudaiiles de Forigine des coordounees; elles 
fönt YOir que le point aatour duquel ou suppose les deux planetes decrire 
des orbites elliptiques variables est le ceutre de gravite des trois corps, si 
Tou doiine respectiveinent au Soleil, a la premiere et ä la deuxieine planele, 
les masses 1, y^^ —d^' Si l'oii fait ^"3 = 0, ce point deviendra le centre 
de gravite du Soleil et de la premiere planete, ea leur atlribuant leurs 
masses effectives m et m|. Ou aura dans ce cas 

a = — ^, «1=1, «2 = 0, 



15. 



P — — -jgf, Pi — — -j^» P% — j^ , 

m 

d = —1, dl = f , ^a = 0, 

(4 I llli \ fll + fl*. 
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Oo Toit donc qo'il faudra attribuer aox planetes des massea an peu diffe- 



m 



m, 



rentes dont la raison n'est plus —^9 mais — ^ • — 



3. Ayant etabli entre les quantiles x, y, etc., les equations (6*) do 
u^8., les Corps dont les coordonnees sont x, y, z et x^^ y^^ z^ decrirool 
autoar de Torigine des coordonnees comme foyer des orbites elliptiques« 
Nommons, par rapport an premier de ces corps, 

2ii le grand axe de son orbite, 

2fi Je parametre, 

t rinclinaison du plan de Forbite a un plan fixe, 

JQ la longitude du noend ascendant du plan de Forbite sur le plan fixe, 
et QOtoDs tfun trait les roömes qnantites rapportöes au deuxieme corps ; cela 
pose, ön aura par les formales eonnues pour le mouvement elliptique 
planöte aatoor do Soleil, 



1. 



dy dx 

li ^ di 
dz dy 



di 
dz 
dt 



y-di-"^ 

Z —m X 

dt 

^ äyx y dx, 

y^Tt ^' di 



dx, 
di 



— a?. 



TT 



= k^p.cwi, 
= A:)//i»sinf sini2, 
= — Ary^y.sini cosJß, 
= *jy>fCOsii, 
= kijfpi.siniisinSli, 
= — Ariy)9|.sin J|C0sJf2|, 



011 Fon a 



2. kk = 



1 mm. 



k,k. 



1 mm. 



Tr 



et ou pour le plan des j? et y est pris le plan fixe, et poor Faxe des t 
la droite fixe de laqaelle les noeuds ascendanis soot comptes. 

Pour le v^ritable mouvement donne par les equations (18.) da n*^ !•• 
on laisse subsister la forme des expressions elliptiques, en en faisant varter 
les ölöments. Dans cette supposition, Fon a entre les six elAnents trouUes 
p, 9, 12, Pi3*iij i2|, trois equations au moyen desquelles an exprime rtot* 
mediatement les trois quantiles ^pi.cosiu )//i|.8infisini2|, y)ei|.sinJ|C0si2|, 
par les trois autres ^p.cosi, y/%sintsiiii2, y/i.sinf C05i2. En efTet, en 
substituant les formales (1.) dans les formules (15.) du n"" 1., Fon troave 
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entre ces quantites les simples relatioDs suivantes: 

fikyp.9\nis\nS2'\' fiiki-^Pi.siuiisinSii = c, 
fik-^p.siüicosii-^ fiikf -^Pi.siniiCOSiSl = Ci, 

c, Cij C3 etaiit des coustantes arbitraires. 

Oll sait que Ton peut disposer de la direction des axes des coor- 
donnees de maoiere a faire evaooair deax des (rois constantes c, Ciy Cs* 
Sapposous doiic 

c = 0, Cj = 0, 
le plan des ic et y sera celui auquel Laplaee a donne le nom de plan 
invariable. Bn faisant c = C| = 0, les eqoations (3.) se cbaugent dans 

les suivantes, 

Ifikyp.C08i'\'fiikiypi.C09ii = c^, 
fik^p.aiui'\-fiikiypi.8inii = 0, 

Les deux premi^res de ces formules fout voir que les inclinaiaone 
des pläns des deux orbites au plan invariable sont parfaitement detertni^ 
nies par les deux parametres, et vice versa. NommaDt I=ii — i rincli- 
iiaison mutuelle des deux plaus, ou determiuera / par la formule 

5. A^fi/iikki^ppi.ninP = {^Äy)>-f/^i*iy)^i}^ — ^f 
et eosuite on aura t et i| eux-mdmes par les formules 

g j C2sm i\ = /uk^p. siu I, 

fCssiot = — fi^kiypi.smL 

II suit de ces formules gue le plan invariable passera eonstamment 
entre les plans des detix orbites. Ou voit par la troisieme des formules 
(4.), que Cintersection commune des plans des deux orbites se meut dans 
le plan invariable. Je remarque que la position du plan d'uue orbite, est 
ind^pendante de la forme que Ton suppose a cet orbite, et qu'elle est en- 
tierement d^terminee des que le centre du mouvement ou Torigine des co- 
ordonnees est fixe. En efler, ce plan est celui qui passe, daus chaque roo- 
ment du temps, par Torigiue des coordouuees et par deux positions con- 
seculives de la plauete. 

4. L'intersection commune des plans des deux orbites tournant au- 
tour du centre des coordonnees dans un plan fixe dans Tespace, et que Ion 
prendra pour celui des x et y, il parait naturel de prendre pour variables, 
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Les deox rayons vectears* r et Ti» 

Leurs distances au noeod anceiidant commoo des plan des 

deox orbües t; et i^o 

Les iDclinaisoDs des ces plans *au plan invariable ... t et i|, 
La longitude du noeud ascendaut commun des deox plans 

QU sa distance ä Faxe des x S2. 

Par les formules connnes de la trigouometrie sphörique^ on anra 

X = r(cosi2cosi; — sini2cosisint;), 
y = r(8in^cosi;-f cosi2cosisint;), 
. , z =, rsint siiit;^ 

Xx = r|(cosi2cost;i— sini2cosi|Sint;i), 
fi = ri(sini2 cosi;i \ cosi2cosfiSiat;i), 
Zy = risinf\sint;|. 

Nommons fv Vangle de denx rayons vecteurs consi^cutifs de la premiöre 
planete fictive ; comme dans le plan de I'orbite d*ane plannte se trouve aussi sa 
Position consecutive, on tirera des formules (1.) les deux systömes de formules 

d— = — (coSiQsinü-j- sini2cosjcost;)(fv = Ädv^ 
2. ld—= — (sinßsinf — cos*f2costcosi;)<?t; = B9v^ 

rf— =: sintcost^Jt; = Cdvx 

r ' 

d^ = Advi-A'di-^dn, 



3. <rf>l = BdvA^B'di^ -dn, 

\ r ' ' r ' 

r a 
en faisant 



rf± = Cdv^C'di, 

r 



A' = sini^sinJsint;, 
4» { 0^ = — cosi2sinisint;, 
C = cos i sin t;. 

II suit des formules (8^ ^t (S.)» 



y 



= A{dv-dv)'\'A'di — ^da, 

*• ^0 = B{dv — dv)'\'B'di'\-^dil, 
= C{dv — dv)'\^Cdi. 
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Oo tire de« formoles (IO9 (2*) et (4*) 

iQOBil.A'\-B\fiil.B = — sint;, 
cosi2.il'4-sini2.iB'= 0, 
— Qoail.y-YBxnSl.x = — rcosisinv« 

Oa aura donc, d'aprös las formules (ÖO9 

dv — äv = coB%d£l = taogt;.- — ^—\ 

m j langt ' 

ifi2 = taugt; . -T— r 



• ^ • 



La formule 

^t; — dv = cost<fI2 

peat ötre dedoite aisämeDt de la consideration d'uo triaügle spberique forme 

par les cöt^s 

d£l^ v-^dv^ v-^-dv. 

Soient 

!cosi2 = ncosfß, 8ini2 = n^cosp^ 

costsioi2 == nsinp, costsiiiiß = n'ainp'j 
OD aura 

rf.— = — nsin(t;-f /^)<J'v> rf.il = — n'8in(t; — />')rfv. 
11 s^ensttit de ces formuleis, 

xd. — — yd.— = rnn's\\\{p'\-p')dv^ 

yd. — — zd.^ = TBini.n'cwp'.dv^ 

zd.~ — xd.— = — rsint.ncosp.cft;, 

ou, en substituant \es formules (8.) 9 * 

Ixdy — ydx = rrco8t.<Jt;, 
ydz — zdy = rrBinilBini.dv^ 
zdx — xdz = — rrcosilBini.dv. 

Ajoutant les earres de ces equalions, on a, d'apr^s des formules coDuues, 

rr{dx^^dy^'\-de—dr') =: r^dv\ 

DU 

11. dxdX'\-dydY'\-dzdz = drdr-j-rrSviv. 

Poor avoir des formules semblables par rapport k la deuxieme des planeles 
fictives, 00 n'a qu'a ajouter un (rait k chaque lettre dans les formules (2.)y 

17* 
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(lO.) et (IIO9 pourvu qa^oo oomme dv^ Fangle qae forment ses deax rayons 
yecteurs consecuti&. Donc, puisqo^on a iß| = i2, il viendra, d'apris la 
seooDde des formales (7.) 9 

4A ± di . di 

IS. tangv. -r-r = taDgt/i 



Bint " *' sint * 



Mettant e=^c^ = dans les formoles (15.), n° 1, et sabsliluant les formales 
(lO.)) ainsi qoe leors semblables relatives a la deaxieme pIao6te, on a 

/irr sio • . (Jv -f /tc^ r^r^ sin t\ . ^v^ = 0. 
De ees formales 00 (ire les valears saivantes de ^v et de ^v^j 

dv = dv 4- tang v i — — = ^ — r-j •'> 

j^ 7 10 tangt firrsinl ' 

(Tt; == dVi + taug 1^1 : — ^~ = * '° . y rf/^ 

* ' ® 'Ungi| fi|r|r|8mi ' 

oä, comme ci-dessus, on a fait / = i| — i. Sabstitaant la premiere de ces 
formales dans la premiere des formales (10.) 9 il vient 

dt ^ dt fASinI 

La differeutielle de cette qaantite sera egale a 

c. sin t! cos t* , sin/ c. sinifcosi^ , , . . 

fi »mi* 8mt| ooBt fi 8inl* ^ ® *' 

OD aara done 

*•• ^-dt-y-dW = 7rSinrl»'°'i«w»irfF-«'"^«^»»rf^}- 
Ob tire eueore des formoles (11.) et (14.) la suivante 

17. cosi« at; — cost at^i = . *, l * ^ H j dt. 

L'expression de la force vive du Systeme est foarnie par la formale 
n° 1., et par les formales (110 ^^ (1^0 dounees ci-dessas, 

^»•=''h(l?)'+(^)']+''.k.(^)'+fö)') 

_ e* ( nni\ , »im* \ , /rfrX*. /<fr,\* 

Les formules (12.) et (19.)) o° 1., donaent 

,2T = 2£r— 2*, . 



18. 
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■ 

d'oa yien( 



81111* Lftrr ' ^iT, r^J » 



Ramarquons eocore la formule qai derive dea formoles (l.)) 

21« ^yi — yä^i = rr^ (cos i^ ain Vi co« v — cos • sid v cost;i). 
Des formoles (12«) et (16*) on tire 

i/t V d^ X c sin t nf I 

22 ^'"^ ^ ~ y 3f?r= ^eost; sin tz/sin/» (^"^^ ^'°^^ cost;- cost siot; cosi;,)^^ 

__ c^B\n%^{xyy'-yx{) di 
/ü 008t; sin t/i Bin Prri ' i/^ * 

Sabstituant cette formule dans la deroiere des formoles (1 4.) y n"* 1«, il yieot 

008 vsin Vi »in Prr^ 'dt ^ Q\ Qi ' P* ^ ' 

Comme on a, d'apres les formales (11.) et (14.) 9 

n sait des formales (IS.)» n° 1., 

d*r c^g, »in i*, tnm^ y, (y» y-f-^t r, cob ü) 

^* rf«» ~" ^ • sin I»r» ß! 

«*. i mm,y.(y.r+a.r.co»r) m.m.yfyr+ar.cwD 

Des formules (18.) et (86.) on peut dedaire U saivaofe 



• M 



c; . 8m •; . o; w 8iu»t 



* _ siiiStt 



86. J:i.rf..^l^J-_ii_rf.^ 



^rr sin/* ' ^i^i^i sinf* 

On obtient aassi la valenr de </!/ en observant que, dans- l'^oatioD 

008 17 = cosvcosvi-l-cos/sinvsint;!, 
on peut mettre en m6me temps lJ'\'dU, v-^^dv^ Vi'\-9v^ ao lieo de ü^ v, v^y 
ce qui donne 

iBinüdü = (sinvcosvi — cos I cost; sin t;,)<yt; 
-j- (cosv sin Vi — cos/sin t; cost^i) dv^. 

Siy dans le triangle spherique formö par les cötes U^ Vj Viy on nomoae 9 
et 9i les augles opposes anx cöt^ t; et t/i^ on a 
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%S. dU = cosyJü-f-cosyicTt/i, 

formale qui fouroit rinterpretatioo geometriqae de la formole (27.) 

Les*forniules (HO^ (28.) et (27.} pourroDt servir ä vörifier la for- 
male (26.) 

6. Entre les six quantit^s 



r, r,i 1/, vrj if ii 



et le tempa ^ ou a, d'aprSs les formales (I2O9 (HO^ (I2O9 (^^0 du pr^ 
cMeat article, les öqaatioDs saivantes qoi poarront servir k d^velopper ces 
qaaotites en fonctious da (emps. 

iquationa diffSreniisUes du probUme des trois corps. 

_- ^ di i ^ c, siiii, dt 

" o tungi I ^ BIO i rr ' 

ni. tans V ^-r- + dvi = -^ . -.— |- . , 

'^' cosvsinv, sin/« rr, **•" ^ Pj "* p! "^ ^^ / ' 

VI. rfM^rrj-fi.r.r.) _ 2«7-4Ä. 
Ott a mis daus ces formules 

op = yyrr -j- 2 y^rr^ COS 17 -j- JJrir,, 
piPi = yiyi»''* + 2yi(f,rr,C08ir-f (r,<J,r,r,, 
(•»pj = yayj''»' + 2yaJ2rr,cosl7-j-<J',<fjr,r„ 
cosl/^ = coavcosv, -j-coü/siuvsinv,. 

Bntre les six coostaotes y, ^, etc., on a les ^ations de couditioD 

• 

oh fHf mi, 01, soDt les masses do SoletI et des deax planetes. Dooc trois 
des coDstaates /, J", etc., poarroDt etre prises a Tarbitraire. Les quaotit^ 
fji et fii sont determioees par les formales 
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3. 



M etant la somme des trois inasses. 

Apres avoir integre cooipIötenieDt le sjsteme des six eqaations (L 

ä VI.)» on a encore ä deferminer Taogle £1 au inojen de la formale 

di 
= tangt; 



VII. dn 



sint 



ce qui se fait par une simple quadrature. On formera ensuite les six qaantit^s 
ip = r (cos £1 cos V — sin i2 cos t sin v) , (Pi = r^ (cos £1 cos v^ — sin 12 cos i^ sin Vj), 



• • • 



^z = rsmisint/^ 
et les six constantes 



r(sin/2 cosi; -j- cosßcosisin v), yi 



6. 



a 



a, 



a. 



"»•rt— »».yi 


M ♦ 


»»»y— »»yi 


M ' 


mrl—m^r 


M 



ß 
ßi 



Pi (sin £2 cos Vi -j- cos £2 cos i^ sin V|), 
risiniisiütAi, 



]B 

— m — ' 

IM ' 



aprös qnoi on aura les coordonnees rectangalaires du Soleil et des denx 
planstes, rappprtäes a lenr centre de gravitä, le plan invariable 6tant pris 
ponr celai des x et y, 

V = ay-f /^yi> ^1= «1x4- Axi» ^2 = «»y+Arn 

Voili donc le probleme des irois corps reduit ä Tintegration des six eqaa* 
tions (La VI.) et a une quadrature. Les six equatUms diffVrentieUes 
(i.a VL) sont toutes du premier degr4^ hars une seule qui est du second^ 
et il riff entre aucune trace des noeuds. 
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Appendice au Memoire sur Pattraction de rellipsoide 
homogene imprime dans le Tome XX. de ee journaL 

(Par M. J. Plana ä Tarin.) 



tle me propose de douoer ici le calcol dötaille du procede suivi par 
Legendre dans son memoire de 1768, poar former directement rexpression 
de raüraction de rellipsoide homogene sur un poiut exterieur place dans 
le plan d'uue de ses trois sectious principales. Ce calcal est loin d'dtre 
facile, m6me a Taide des resnltats iutermediaires laisses par Legendre, et 
j'ai peuse qa'il poavait ötre utile de retablir (outes les parties d'ane analyse 
aussi epiueuse, afin de rendre plus sensibles pour tout lecteur de son Afe^ 
moire les difficultes, qui, sans le seconrs des series, out ete surroontees 
dans cette memorable Integration. 

Gerles ou a raison d'admirer les priucipes indirects par lesqnels on 
elade, presque de prime abord, les difficultes de ce genre« Mais un analyste 
pbilosophe ne borne pas lä sa curiosite: il desire savoir s'il est possible 
de sortir, avec succes, de Tabime oü pent entraiuer oue metbode direete 
par la seole puissauce des transformations du caicul algebrique. Et a cet 
egard, Legendr e ofTre dans cette pariie de son Memoire un exemple ca- 
pable d'avoir de rinflnence sur la Solution d'aulres probldmes, par les idees 
qo'il peot suggerer, seit en faveur, soit contre les methodes directes. Toote- 
fois il sera vrai de dire, que ce caicul peut dtre consid^re comme an 
utile exercice d'analyse. Dailleurs on accordera saus besitation, que les 
reflexions que je faisois vers la fiii du No. 85. de mon Memoire seront 
mieux seuties, en ayant sous les yeux la suite non - interrompue des ar- 
tifices aualyliques par lesqnels on parvieut au resultat final en abandon- 
nau(, dans le cas de c = (), les denx variables jR^ et ip pour traiter la 
double integrale avec ses deux variables primitives p et q. 

La formule generale placee au commeiicemeut du No. 85. doune d'abord 

Y ri ff itsinp.siu^ </.</;! dg 

JjBii\'^q{%\i\'^P'\-mcQ%^p)'\'nco%'^q * 
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En faisant c = et /i^= 9> -f ^ 9 ^" ^^^^ cooformömeDt ä Tanalyse de ce 
eas particaUer exposee dans le No. (8.)* 

et par conseqoent 

j-_ 2t / ^^* /y ^rfy sin(y+0) rfiy sin« 7^(8iD«/Z— sin^g) 
r sin^.GOS^lA/ sin* 47 (sio* P+tti ooib* ;i) -|- n cos^ 9 • 

ou bien 

X = 2 1 / ^^^ / yrfg sin (y + 0) rf? sin? •(sia» JT— wn« 0) 
I %\n(p.eosq>JJ i{m+i)+i{t» — l)oo82p-f ^eoUung*«/ * 

N008 avons 

ncotaog^^ = ncotang^^(co8^9-f ^^'^^^)* 
dono en posant poar plus de simpiicite 

f = ^(m-f l)-f ^(m— l)co829>+iicotaDg^^, 
g' = (1 — m)Bm2(p^ 

h! == 4-(m-fl) — i(m— Ocosay + wcotang'y, 
il viendra 

Oo a demontre daos le No. (8.) qua les limites de 6 sont ±i7; ce qui 
revient ä dire qae ces limites sont celles qui donneot IT = Ol On voit 
aussitöt, que Tintägralion par rapport a B est possible en faisant tang(9 = /; 
mais afin de tronver d'un coup une fonction rationnelle, il vaut miciux faire 
tang0 = tang/7«8incd> ou bien tang = ti sin co , en posant ti=tang/7, 
D'aprös cette eqnation, on a 

3A__ w COSW.rf« 



l-f M*8ln*«u ' 
• / I ^x sin O) + 14 C08 Qp . sin 0) 

if • irr * 7A\ sin 17. COS 10 

'^ ^ y(l-)-M*siu*«) 

Les limites de la nouvelie variable cu etaut 790^ od bien T^^j l*6x- 
pression precedente de X revient a dire, que 

y ty l( mab \ A . sin^JP /** ^ i/tt»co8*»(8iny4'«^Q*y''iP^) 

^— ^ r \sin9) .cos v/y ^ ^' cos aj^^ (l+n^sin^Ä^Xf+j^u sin »-f A'ti* sin» «) * 

Seit 8ina) = jp, et 

Crdls*! Jonroal f. d. M. Bd. XXYI. Heft 2. 16 
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(1 >-^tfr*) (am y4- ^ co s y .«r) 1 ^^ 

oW-a-dire: 

D'a[)rüs le priucipe conuo aar la döcompositioD des fractions rationoelles, 
si I'on fait 

Ott aura, en obaervant que 



Jif 



( H ,71) (8«n V + CO« 9> • /— l ) 



M' 






(t-f--i)(8iny — cosqpV — 1) 
M Vm»"^ A'u* A'h»/ 

d'oü Ton tire 

*.= K*-.(.+<) '~">+"7^i7.;;<|-.*-ty'-') , 

COWM 

il ooovieat de fonwr les expressioas swTantes: 

Es y iwiMrtlwial pov f, ift A' lean Talean, •■ aan 
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GM [ ^^ \^2 __ 1+u » ( (m— l)cos2y.co8y— 2(1— m)Bin*y.c<«(y » 
'11* + A'ii*/ ~ w \ (»»— l>*cos*ai^+(l— m)*ttn*29 t 

(1-f-n') CQgy 

u m — 1 ' 

/ M _^ Jtf^X /_j _. (1-f ^ *) ( (m— l)8iny40o>2<p+2(l— m)s iny>coB»y > 
VÄ^ h'u^)^ II* Hm— l)«co8»29 + 4(l— m)»siD*y.C08«<p) 

/ l-fu* \ siuy J cos2y — 2cos^y > (l-j-u^ ) siuy 

V u* / m— 1 Icoa* 2V + »n* 2^9^ ir^" •^i^* 

De la uoas coudoons, qoe 

J/ tnab \ r dqsmq.mk^n r^' 'dai(A+ Bunins) 
r Vsin w . cos q>U cos/T */, 1 + «* sio* w 

1 9 J/ ^<»* \ f dqsinq.Bin^n ?^ ^ dfo(C+Dumnüt) 
'^ 1\Biu(p.cos(p/J cog/Z y ^+9^<^>in^+A'u*8m*a; ' 

eil posant pour plas de simplicite 

{i'\-u^) cosy coay 1 

Poar determiner les coeffioients C et D on observera qae la fracliou -p 
devient nalle eii y faisant or = + 1 ; de sorte qa'on a les deux equations 

1 i II» "*" f-i/'f# + A'M» ~ "' 

ou bleu 

Mais il n'est pas encore temps d'eroployer ces deux eqiialions: il faat aiipa- 
ravaot pousser plus loiii Fexpression pr^cedeiite de X 
Comnie il est manifesle que 

y**^ dcDsinw __ 
l4-M*8Jn*a; * 

et qu'on a 

J l + fi»8in*i» ~ y 1 + 14* sin*« J (2 + m«) — w»co8 2w 



+ " D • . Q 



in n 

~ y((2 + fi*)*-u*) — /(l+a*j^ — ''^^*^^' 

/•4» rf» >i^^-rT «sby cos// 

"^ 18* 



136 9. Pianaß appendiee au MAnoire sur VeUipaoide homoghie TomeXXm 



00 peat ecrire 

1 — m f \8in «p • cos 9/«/ ^ ^ 

, // mab \ r dqsinq.Bm^n f^^ i/cjCC-f gtisinft?) 
'^ \\%voLtf.WB^'J cos/Z J f-\'g'\i%v[i9ü\hfu'^W0L^»* 

Pour execater riotögration relative a co^ ooos alloos etablir uoe fornmle 
generale ainsi qa'il suit Soit, 

■" C+DBiDop+JSsin^o) ~ TT TTTT TTT * * 

Les racines du dönominateur etaot 

sin^) = = — 2lg -S 



81 Tou fait 



on aura. 



_ l?4.y(l>» — 4CE) ^ _ P— y^(l>«— 4CJg) 
(siuy — a)(8iD^ — 1^) sin y — a "f" sin 9 — /? * 



N 



A±M. (MB ß) 



~ 2Eß-\-D ~ ViD*—ACEy 
Doiic eu substkuaut ponr a et ß leurs valeors, ii vieodra 

mf — ^ I (2EA^BD) \ — ^ {2EA—BD) 

•™ — 2J5'T"2E7(2r»— 4Cfi)' ^ 2E 2EVi,D*-ACE)' 

Ou peat Ecrire 

p_ Jtf I iv 

eoflYQO« — 1»^ — « l 



coB(90«— V) — a • co8(90<> — 9) — /? • 

donc en faisant 



on aora 



nM ■ ffJV 



OU bien 



ö Jtf.2g j N.2E 

n ■" V[(P^ i{B* —4 CA))« — 4 Ä«] r •[(» +1^(»» - 4 CB))» — 4£»] 
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En substitaant poor M et N leara valean precedentes, et en posant ponr 
plas de simplicite 

il vieodra 

„M I Ml (2gJ-gP) / t 1\ 

oa bien 

^ — B{VG-\-VG')* , (2gJ— -gPXG^— G) 

ff "" V{OG')(VG+V&) "r y(ö» —4C£) /(GG^K/G+ZG') * 

Or nons avons 

G''-G= (D-\-y(D'—4CE)Y-^(D—^(p'-.iCB)Y=iD^{iy^4CE); 

partant 

£ _ (2g^--.ap)4i>4-i?(y'G-i>yGo* 

ff ~ /(GG')(yG+/G') 

Biais, 
dooc 

Ö. _ 4D.2EA—B[8E{C+E)—2AG6')1 
ff /(GGO(*'G+/G') 

Cela poae, je remarqae qae 

GG' = (D-}-2ß— y(/>'— 4Cß))(Z>— 2ß— i/(2>'--4CjB))X 
(P 4- 2 iK -}- >^(/>* — 4 Cß )) (P— 2 E 4- i'CÖ»— 4 C£? )) 
= [(P -[- 2 Ä)» — (D'— 4 Cß )] [(P — 2 ß )' — (ß* -.4 eis )] 

= (4Ä*+4ßZ>-f-4£;C)(4iS»— 4£;0+4£:C) 

= (4ß)'(ß4-c-f-/))(Ä4-c— /)) 
. = i^EynEi-cy-D'y, 

ce qut doone 

_ 4D,iEA^8EBlC+E—V(iC+E)* — D*')] 
ff ~ 4Bv'((C+J5)»-l>»>V6+i^G') ♦ 

oa bieo 

_ 2DA^2BiC+E—V((C+E)*—D* y] 
ff y((C+Ä)*--D«)VG+;^G') • 

Hais nons avons 

= ,/{4Z>»— 8E(C+Ä)4-8ß|/((C+Ä)»— 1^)} 

= y/{4/>'—8Ä[C-|-Ä—y/((C-f£0*— -»')]}; 
partant 

AD-BUC+E)-VC(C+E)*^D»)] 

TT ~ •(((^+Ä)« — 1)») ^li)» - 2ß[C+Ä— t^((C+*)« — 1>«)1 1 • 
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II paratt qo'on devrait sWrdter ici: oiais cette foroiule ayaut rracoDT^nient 
de dontier —=^y lorsqu'oo j fait D = Oy il faat poasser plos loin la 
trausformatiou. Pour cela, remarqaons qae 

. IT = [CH-£:+|/((C+jg;)'-.z>*)][C+£?-|/((C-fiff)'-i?')]? 

de 8orte qo'on peut ecrire, 

Q^ jp-g[C+JS-y'((c+g)«— P«)] 

n — y((C+fi)»— D*)/{[C+«— A(C+B)»-Ö»)] [C+fi+/((C+E)»-ll») -2Ä]j * 

oa bien 

Q JP— g[C +g— /(( C+gj' — P )] 

D'apres Ja valeur pr^c^ente de D* cela revient ä dire, qae 

_ J/[C-hE+^((C+g)«-P«)] — ■g/[C-t-JS-i/((C-i-g)«-P«)] 
« ~ /((C'-i-£)*-P»)/[C-JB+;'((C+£)«-B*)l • 

Eu maUipIiant le iiumerateur et le deuomioateur par 

V[C+JB+|/((C+E)'-/)*)] 
et ayant egard a la valeur de D^ qu'oo vient de citer, ou aura 

£ J {C+£+/((C+ Jg)> — Dp} — 1 ?P 

n — |/((C+J2)»--ö»)y'{[C+£+/((C+E)» .-/)»)] [C-i;-h>^((C+Er~D»)]| » 

et enfin 

Eo appliquant cette forinule a la derniere expresssion de X, il viendra 

V 2n.9\\\q> ^H mab \ A 

1 — tn f \s\n (p. cos fp/J ^ ^ 

' r Vsiny.cos^^/y cos/Z • £V((f f J?')* — A'*tt*) ' 

OU Ton a fait pour plus de simplicite: 

D^apres la formule (54.), dous avons, lorsque c = 0: 

R^ = (a cos a-{^mb cos ßy — Ä(cos^a-j-iwcos^/3-j-iicosY) 

= 8\vi^g(a9inp^fnbcospy — h{8\n^q(siu^p'\-fncos'^p)-\'ncoa^g} 
= siD^^{fl8lo(y-|-d)-fm*cos(y)-f Ö)}^ 

mab Bin^ q , • o rw • 2/i\ 
Bin(p.cos(p^ ^^ 

et puisque Ä^ = aux limites, c'est-a-dire lorsque d=^±IIj il est clair 
que de la on tire ces deux equations : 
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Mais 



a sia (y -f i7) -f m 6 cos (y -j- iT) 
= (a8iii9)-f i7i6cos9>)cosi7-f (acos9) — mh%\tiip)min 
{^^^'\^!^ cpsy) , (g cosy — m^ sipy)u 



a COS9 — mh sin 9), 



donc en posant 

a! == ii8in9)-{-m6cos^; 
OD aara ces denx eqaations: 

Mainteüant si Ton fait 



iß') 



iß'-) 



P* =/«+/« + *'«' =.-: ifÜi^, 



0» = ^-^'»+*'«' 



(a'— 6'«)» 



on aura 

ce qui donne: 

E' 



4f7(P+0)«— 4l>«(P«-g«) 

iC(P-fg)-iIli«(P-g) 

(C-D«)P+(C+I>«)(? 



~~ P(?t^(2/^'— 2A'«»+2E') * 

L'expression precedente de X est donc equivalente & celle-ci; 

1 — m r \tm(p.ewq>U ^ ^ 
, „ // mab \ r, . »ia*n {C—Du)P-\-(C +Du)9 



Les deux öquatioos designees plus haut par (a.) donuent 



C+Ou = -i^l^. 



1 + M* ' 
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et par cons^oent 

{C—TJuSV^jC^Bu^Q _ ^(P+0)-fi,JI(P- 0) 

et comme les ^oatioDs iß'.) doooeot 



Ql^Vu ^ a'^b'u 






VIT'' ^ — —JK 



» 



il est clair qae 

(C--l>tt)P+(C+l>K)0 _ —2a'A—2h'Bu^ 
PO (l + n*)/* • 

Mais OD a va que 

partaot 

(C— l>ti)P+(C+l>fi) _ 2a^siny— 2&^ii"u*co8y 
F5 (m— l)uVA • 

Bd sobstitaaot cette valeor a celle de X^ od a 

1 — m r Vsin 9.0089/«/ ^ ^ 

j _/ • /* i/ffcoftü.siiia 

^ «. y/ ...» .,+'"°'^A^/-^*'-4i^i 

Noos avoDs 

*'— /' = (1 — m) 00829», Y'+Ä'tt' = iCP'+C?'). 

La premidre de oes deox ^aatioos donoe 

A'tt» = /•'ti»+(l— m)i«»co82y, 

de «orte qo'on a 

^(P»+a») = /«(l+«')+(l-m)«'co«2y, 

d*on l'on üre 

i(J» + 0«) — (l--m)ii«co»2y 

1+«» ♦ 

et oooune h'u^=^(P^-{-(y)—f', on peot ecrire 

^/^ _ i(i*' + g*)(i4-««*)-i(f*-0')+(i-m)t.«cos2y 

II sait de la que 

2r-2Ä'ii» = (J*'+g')«-««')-*(*-»)««'«>«2» 

et conoM B' = PQ, il viendra 
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v u ^ * ^ P+Q «' P—O *'« 

on Dien , en observant que — 5^^ = tt- , — ^"^ = "l/T » 

Delä on tire 

y(2JB'-}-2/'' — 2*'«=») = i^J^y(««_*'»ti«_Ä(i_m)«»cos29)). 
Gette valeur etant substita^ dans la derniöre expression de X, on anra 

1 — m r Nsmycosy /•/ ^ ^ 
'm— 1 y\8m<pco8 9>y I jl/^«,^ /] d q sing. Ung^ 11 

Le produit des valeurs pröcddentes de a^ et b' donne 

= cos2q){mab'\-^{ä^—m^b^)tang2q)}. 

On a trouy^ dans le No. (8.) la valeur de tskng2ip: mais comme Fangle p 
est ici comptö depuis Taxe des y, et non depnis Taxe des x, Farc q> actuel 
donnera celui du No. (8.) 9 en äcrivant 90^ — 9 au li^u de 9; c'es(;-ä«pdire on a 

ou bien 

n sait dei& que 

^-a.cos2, r^-'-^y_-;i;-it';r-^n > 

Mais 

CreUa's lovnial f. d. M. Bd.XXYf. Heft 2. 19 
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dODC 

,,, a6co82y(l — m)[a* ■\-mb^ --ä[] ab(i — m).hcos2(p 

^ (a!~6;)-(a*-6^) " {a]^b\)-{a--b-)' 

Ed comparant cette valeor de afb^ avec la precedeote de taug2<jp, on voit 
aussilöt qoe 

(1— m)ÄC082y = jr— = -: ^, 

^ ^ ^ tang2(y> sinf^cosf) ' 

d'oä Ton tire Ja consequence, que 

=: («' + ft ' ti' tang 9 ) (a' — ä' ti^ cot (p). 
Aiiisi 011 peat eerire Fequation 



2fK8iiia> ,// mab \ /\ 
1 — m 1 \s\n<peosq> /J ^ ^ 

(• , . f rfysing \ 
"1"^ ®?" V y(a'+ 6' u* tang V) (i'^ Vu} cot y) I 
-, P^ rfgsipy,!!» p 
— b COS yy ^^,^ j, ^ j ^^g ^^ ^^,_ j, ^, ^^ ^j ^ 

la quelle est redactible a celle-ci beaacoop plas simple, savoir 
OQ bien 
Noas avoos 

a/ — ft^u^coty g^cos* II — b' s'm^ 77 cot y 

a'-f 6^u*taDgy o' cos* /Z + A' sin*// tang cp 

g^sinycos^/T — A^sin^/Tcosy 

fang ^ (a^ cos y cos* /Z-}- b' sin* //sin y) ' 

a'sinycos^/J — d'sin^iTcosy = a^siny — (Ä'siny-f Ä'cos4))sin^/7 

= a'siny — nsin'/J, 
Ä'cosycos'ZT+^'sin^/Jsiny = a'cosy— (a'cosy — ft^siiiy)8in'/Z 

= o'cosy — mhHw^n. 
Mais 11^= asiQy-|~'^^^^^99 ^^°^ ^'^ substituant cette valeur de ot! on aora 

n^siny — asin'/T= asin^y-|~^^^^°9'^^®9' — «sin'/Z, 
af cos (p — mftsin^/T = asiDycosy-f-mAcos^y — mb Bin^U. 
£u reinpla9aDt yj par y et y pour 90^ — y, la formule (x^) troavee dans 
le No.(8.) donne 

• OTT 2 f (^? — b^) • Äwsinycosy .« 

Bivrll = cos^ y -j- ' , — - sin y cosy ^, ^ cot^y^ 
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dODC 

a'ÄVLip — Ä sin' ZT 
= aÄx?ip\mhÄVLffZ09^ — acos'^^ 

— ^-*-T — '" sin 9 cosy-j X. — 2- cory 

= -acos2y+(mft--^+ft)sinycosy + ^*"y 
^ ~acos2y+ »i'>y^<^o«f (iny^-y-ft^-j-^cot^) 

En substitaant ici pour cot 2 9 sa valenr foumie par Fequation 

cot2«) — (a!-ft?)-(a^-&^) 
U viendra 

«' sin 9) — Ä sin' 71= ^^^V^^V j^a — flJ-}'^**4"— *^t^y}> 
et comnie ä = ö'-j-jwä' — «J, on peut ecrire 

a'sinrf — asin'iZ = ^sinyoosy fl-}- — cof y). 

On froave de la mSme maniere 

a'cos9> — misin'TZ = a8iu(pco9(p'\mb cos^q) — mbcos^tp 

fn(b\ — i*) . I nhmnweosw .0 
^-^^ ' suKpcasq)-] ^cot^y 

= -?i5^?^(i^-m6Hm*'+nÄcot'y 
= — siny cos9>(l-|-ficot'y), 

a'siüfp — g sin* IT fe V ' m V ^ 



donc 



a* cosq) — mÄ8in*/Z l-{-wcot*7 

ce qui rödnit la deruiere expressiou de X ä celle - ci : 



y(- 




On a vu dans le No. (8.), que les limites y;' ^=zq' et 180®—/ de q spnt 
telles que a\ \c\ Ung^q' ^==- A\. Dooc en posant Qosq = x cos 9', on aara 

19* 



• • 
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dq a\üg= — dx cos q% et par consequent 

= a^ c«,- 1/(1 u.,.)>->/ t-Jril:';;1 l 



Les linitea de x sont ici -f ^ et —1 et röquation ^i-f c* tang*7^:= A] donne 
cod^^' = -^9 eu posaot pour plas de simpUcitö 

dooc en observaot qqe — = -f « il viendra • 



L'^aation (x'^) troav^e daos le No. (8.) 6tant rapproch^e de la valeor de 
2 AI qai termine le premier §., on voit ausntdt qne 

ai taog9> = ^*— o*, 
et conmie il faot ici remplacer 9 par 90' — 9, on doit ^ire ab coig)s= 

A] — a\ d'ou Tod tire 

4.6« 
— tangy = 



Dooc en sobstitaaot cette valeur, et rempla^ant m par -rr, on aura, aprte 
avoir äcrit M au lieo de la masse de rellipsoide exprimäe par ^noib^c^z 

AcloeUenient j^observe, que foute integrale de la forme 

reoferme uoe partie algebriqoe indöpendaote du aigne integral qu'on peot 
extraire, aoit en faisant ar = -^^j seit en posant a?= J^^ . Or on ya 

YOir, qn'ici il convient de prendre x^^ ^^^ 3 afin de d6trnire la partie 

-TT-ji rr. AlOFS OU a 
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d'oo Ton tire T= -^(^taog9>-f i^— £), oa bieo 

m J.tangy , \ n / P dtp sin* q> 

^ ~ A » Vn J J • 

(Yojez p. 257 du 1*' voL des Ponctioos ellipliqaes de L^endre.') 

DonC) entre les Uniites 9 = et taag9> = |/n quiröpoDdent a j? = 
et x=i^ on a ^ 



et en faisant 9\n<p==yy\j^fj cette formule se cbauge en celle-ci: 



/'''A\i^)-im)-mf-k 



Ed appliqaaot cette formule ä rexpression precedeote de X oü Ton a 
il viendra 

3aM iV(A\-\-b]-al) b \ 

- K(a\-b\)\ A^ V{A\-a*)S 



. 3aM n y*dy 



Or il est facile de demontrer, que 

. i{A\\b\-aX) _ b 

En eflfet, oette ^qaation donne 
d'oii Tod tire 

%A\ = («'+*')+(«!-*:)+y[(fl'+*'+«i-*;)H4a'(*j-fl;)]. 

La qnantite soamise ao radioal est teile que 

(«'+*7+(«I— *;)'+2(aJ -*J)(«»-(.ft'~2a') 

= (fl»-.*«)«-|.4a'6»-|-(aJ— 6J)— 2(«;— *J)(a'— ^) 
= [(o» — 6») + (a J — *; )r + 4 «' i*. 

D«nc cette yaleor de 1A\ s'accorde avec celle troavöe 4 la fin du pre- 
nier %. On a dono enfio 
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j^ _ 3 aM r\ y^dy 

^^ J AiA\^{c\-a\)y^]iA\^{h\^a\)y^]\ ' 

resultat' confortne a celai qo'on obiieut par les autres'methodes üidirectes 
et plus expeditives. 

On doit compreodre maintenant que Tanalyse de Legendre avoit 
besoin de ce Tong developpemeut, pour pouvoir saisir plusieur» des inolifs 
secrets qui ont guidee la inarche de son calcal. J'ignore s'il est permis 
de soutenir, qae de tels motifs peuvent Stre aisement devines d^apres le 
texte de Legendre. 

TuriD le 15 Jan vier 1841. 
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10. 

lieber die lineare Construetion des achten Schnitt- 

punetes dreier Oberfläcben zweiter Ordnung, wenn 

sieben Schnittpunete derselben gegeben sind. 

(Von Hrn. Dr. Hesse, Priv. Doc. an der Universität zu Königsberg.) 



Jjie Abhandlung „De curvis et superficiebas sec. ord., Bd. 20. p.285 die- 
aes Journals/' enthält unter andern auch die Lösung der Aufgabe: 

„Wenn 7 Schnittpunete dreier Oberflächen zweiter Ordnung gegeben 
,,sind, den achten Schnittpunct auf lineare '^) Weise zu construiren. 
Dafs ich diese Aufgabe zum Gegenstande eines neuen Aufsatzes mache, 
geschieht in der Absicht, die Auflösung als das Resultat rein geometrischer 
Betrachtungen darzustellen, welche mir bei der ersten Behandlung der 
Aufgabe in der angeführten Abhandlung wegen der Neuheit das Gegen- 
standes entgangen sind. 

Wir beginnen mit der Untersuchung der 

Aufgabe 1. 

i,Es sind im Räume fünf beliebige Puncte und eine beliebige gerade 
9, Linie gegeben: man soll die Spitze eines Kegels zweiter Ordnung 
^construiren, der durch die gegebenen Puncte hindurchgeht und die 
„gerade Linie als Kaute auf seiner Mantelfläche enthält/' 



^) Um Milsverständnisse zu vermeiden, bemerke ich, dafs ich unter einer linearen 
Constniction eine solche versiehe, welche, von gegebenen Puncten ausgehend, sich in 
der Ebene nur der geraden Linie, im Räume nur der Ebene bedient Wenn also z, B. 
ein Punot als der 4te Schnittpunct zweier Kegelschnitte bestimmt wird, von denen 
jeder durch fünf bekannte Puncte auf ihm gegeben ist, so wird diese Bestimmung nicht 
linear zu nennen sein, wenn auch die drei andern Schnittpunete gegeben sind. Lineare 
Constructionen können im Allgemeinen nur da verlangt werden, wo durch gewisse ge- 
gebene Puncte nur ein einziger gesuchter Punct von einer bekannten Relation zu den 
gegebenen bestimmt ist. In diesem Sinne kann man einen beliebigen Punct der Schnitt- 
curve zweier Oberflächen zweiter Ordnung, von welcher irgend 8 gegeben sind, nicht 
line&r, wohl aber mit Hälfe eines Kreises construiren. Dagegen laust sich der Punct 
linefir bestimmen, in welchem alle Cnrven 3ter Ordnung zusammen kommen, welche 
sämmtlich durch 8 gegebene Puncto hindurchgehen. 
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Die gegebenen Pnnete seien 2, 3, 4, 5,-6 (Tat I. Fig. l.)» ^nd A 
die gegebene gerade Linie. Bezeichnen wir alsdann mit die gesuchte 
Spitze des Kegels, welche auf der geraden Linie A liegen mufo, weil jede 
Kante des Kegels durch seine Spitze hindurchgeht, so schneiden sich liacb 
dem Satze von Pascal die drei BbenenpaareOSS, 056; A2, 045; Aß, 034 
in drei geraden Linien a, &, c, welche in einer und derselben Ebene P 
liegen (die genannten Ebenenpaare sind nämlich die gegenüberliegenden 
Seitenflächen einer sechsseitigen Pyramide, deren Kanten zugleich Kanten 
des Kegels sind). Umgekehrt: wenn ein Punct auf der geraden Linie 
A gefunden wird, von der Eigenschaft, dafs die drei auf die angegebene 
Art construirten Linien a, b, c in einer und derselben Ebene liegen, so mofs 
dieser Punct die gesuchte Spitze des Kegels sein. Wenn nun gleich 
durch die sechs Puncto und die gerade Linie A die Linien b und c nicht 
bekannt sind, so ist doch auf jeder dieser Linien ein Punct gegeben: auf 
der Linie b der Schnittpunct ß der Ebene A2 und der Linie 45, und auf 
der Linie c der Schnittpunct y der Ebene ^6 und der Linie 34. Die 
Linie ßy liggt aber in der Ebene P, weil die Linien b und c in ihr liegen. 
Von der Linie a weifs man endlich, dafs sie die Linien^., 23, 56 schnei- 
det, und, da sie ebenfalls in der Ebene P liegt, dafs sie auch die Linie ^/?/ 
schneiden mufs. Unsere Aufgabe führt also darauf hinaus: 

„Eine gerade Linie a zu construiren, welche vier gegebene gerade Li- 
„nien A, 23, 45 und ßy schneidet.** 

Denn wenn man diese Linie gefunden hat, so wird der Schnittpunct der-* 
selben mit der ersten Linie A die gesuchte Spitze des Kegels sein. Man 
bemerkt auch leicht den, Zusammenhang der vorhergehenden Aufgabe mit 
der folgenden: 

„Den Schnittpunct der geraden Linie A und eines Hyperboloids, welches 
„durch die Generatricen derselben Gattung 23, 56, ßy gegeben ist, za 
„construiren." 

Denn durch diesen Schnittpunct kann man eine Generatrice zweiter Gat- 
tung des genannten Hyperboloids (23, 56, ßy^ ziehen, welche alle Ge- 
neratricen erster Gattung, mithin auch die Linien 23, 5^, ßy schneidet. 

Es genflgt, die vorgelegte Aufgabe auf die letztere zurdckzufuhreD, . 
von welcher der Hr. Professor Steiner im zweiten Bande dieses Journahr 
pag. 268 eine sehr elegante Auflösung gegeben hat. Wir bemerken nur, 
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daCi die Linie A das Hyperboloid in zwei Poncten o und schneidet« 
Man kMn daher zwei Kegel , die wir, wie ihre Spitzen, mit o und 
bezeichnen wollen j.cpnstraireni welche anf ihrer Mantelfläche die Kante A 
und die gegebenen fünf Puncte enthalten. Hat man nnn die Spitzen der 
beiden Kegel construirt, so sind unmittelbar noch fflnf andere Kauten jedes 
dieser Kegel bestimmt. Der Satz von Pascal lehrt endlich , alle anderen 
Kanten aus fünf gegebenen zu finden. Demnach können wir auf dem an- 
gedeuteten Wege die Construction der Kegel selbst vollenden. 

. Die beiden Kegel o und schneiden sich in der ihnen gemein- 
samen Kante A, welche ihre Spitzen verbindet, und aiifserdem iu einer 
Curve doppelter Krümmung 23456.... Da durch die Data unserer Auf- 
gabe die beiden Kegel o und bestimmt sind, so wird auch ihre gemein- 
same Schnittcurve dadurch gegeben sein, und wir können es unternehmen, 
einen beliebigen Puuct dieser Curve mit Hülfe der gegebenen Bestimmungs- 
stCteke zu construiren. Zu diesem Ende bemerken wir, dafs das Hyper- 
bolold (23, 45, ßy) von der besondern Lage des Punctes 4 auf der 
Schnittcurve 23456.... der beiden Kegel unabhängig ist. Denn wenn 
man. durch o und die beiden Linien zieht, welche die Linien 23 und 
56 schneiden, so werden diese und die Linie 35 för das Hyperboloid 
zu drei Generatricen zweiter Gattung, durch welche das Hyperboloid 
ebenfalls bestimmt ist. Zieht man demnach durch einen beliebigen Punct 7 
der Schnittcurve 23456.... die Geraden 74 und 72, welche die Ebe- 
pen A2 und ^6 in den Puncten ß^y schneiden, so wird die Gerade 
ß^y' zu einer Geueratrice erster Gattung. Umgekehrt: wenn man durch 
die Scbnittpuncte ß^ und / einer beliebigen Geueratrice erster Gattung, 
mit den Ebenen A2 und Ab die Linien ß^S und ^3 zieht, so schnei- 
den sich dieselbeu iu einem beliebigen Puncte 7 der Curve, welcher in 
dem Falle, dafs man statt ß'/ die Geueratrice ßy wählt, mit dem Puncto 
4 zusammenfällt. Auf diese Weise entspricht jeder Geueratrice erster Gat- 
tung ein Punct der Curve. Den Puncten 2 und 6 entsprechen, die Gene- 
ratricen 23 und 56. Bezeichnet man den Schnittpunct der Linie 3 5 und 
der Ebene A2 mit ß*\ so entspricht die durch diesen Punct gezogene 
Geueratrice erster Gattung dem Puncte 3, und auf gleiche Weise ent- 
spricht die Generatrice von derselben Gattung, welche durch den Schnitt- 
punct y von 35 und ^6 geht, dem Puncte 5. 

Den durch o und O gezogenen Generatricen erster Gattung ent^ 

Crelle's Joornal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 2. 20 
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iiprecheu ferner die Pancte o und O. Es schoeidet also dieCorye 23456 •••• 
die Gerade A zwei Hai, uod zwar in den Spitzen der Kegel, welche die 
vorgelegte Anfgabe verlangt. Wir haben also folgenden Satz: 

Lehrsatz 1. 
,, Wenn zwei Kegel zweiter Ordnung sich in einer geraden Linie schnei» 
,iden, so schneiden sie sich flberdies noch in einer Curve doppelter Krtlni- 
,,mnDg| welche von der geraden Linie in zwei Ponoten getroffen wird.** 
Woraus erhellt, daCi unsere Aufgabe darin besteht, diese beiden Schnitt» 
puncto zu construireu, wenn die gerade Linie und 5 Puncto der Curve 
gegeben sind. Zugleich entnehmen wir aus dem Vorhergehenden die Auf- 
lösung folgender Aufgabe i 

Aufgabe t. 
„Zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden sich in einer beliebig ge- 
„gebenen geraden Linie A und gehen flberdies durch fiBnf beUebig ge* 
„gebene Puncto 2, 3, 4, 5, 6: es soll ein beliebiger anderer, den beiden 
„Kegeln gemeinsamer Punct 7 auf lineare Weise coostruirt werden.* 
Dieser Punct wird auf folgende Art gefunden. Man ziehe die Linien 
45 und 43, welche die Ebenen A2 und ^6 respective in den Puncten ß 
und y schneiden. Die drei Geraden 23, 56, ßy betrachte man als die 6e- 
veratricen gleicher Gattung eines Hyperboloids und oonstmire auf den- 
selben eine beliebige andere Generatrice gleicher Gattung. Diese schnöde 
die Ebenen A2 und A5 in den Puncten ß^ und y\ Zieht man alsdann 
die Linien ß'S und 7^' 3, so schneiden sich dieselben in dem gesuchten 
Puncto 7. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen beschriebene Figur haboD 
wir construirt, indem wir die fiSnf Puncto 2, 3, 4, 5, 6 und die gerade 
Linie A als beliebig gegeben annahmen. Es läfist sich aber auch diese 
Figur vervoUstindigen , wenn wir die 6 Puncto 2, 3, 4, 5, 6, 7 auf der 
Sdinittcurve der beiden Kegel als beliebig gegeben annehmen und ao(ser^ 
dem die Bestimmung machen^ daCsi die nicht gegebene Gerade A, in wel- 
cher sich die beiden Kegel schneiden, durch einen beliebig gegebenen 
Punct 1 hindurchgehen soll Dadurch ist sowohl das Hyperboloid (23, 56, ßy)^ 
als auch die Gerade A bestimmt; was wir jetzt darthun wollen. Zu die* 
sem Zwecke ziehen wir die Linien ßß^ und yj^. Die erstere schneide 
die Gerade 12 iuB, die andere die Gerade 16 in 6. Diese beiden Punote 
sind durch die gegebenen Puncto 1, 2, 3, 4, 5^ 6, 7 bestimmt Der erstere 
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nämlich ab Schnittponct der Geradeo 12 und der Ebene 457, der andere 
ab Schnittponct der Geraden 1 6 oud der Ebene 437. Ba schneide femer die 
Ebene 337 die Gerade 56 imPiincte&' und die Ebene 567 die Gerade 23 
im Puncte B\ Alsdann sind die Geraden ß* B' und /' O^ Generatricen von der 
Sten Galtang und schneiden mithin jede Generatrice von der ersten Gattung, 
unter diesen auch die Gerade ßy. Nun haben wir aber zwei vom Pnucte 
ß* ausgehende Linien ß'B' ond ß^ßB, welche die Generatrice /9/ schnei* 
den; woraus wir schliefsen, dafs die Puncte /3', B^, ß, B in derselben Ebene 
liegen. Mithin wird die Generatrice ßy von der Geraden BB' und auf 
gleiche Weise von der Geraden GG' geschnitten. Dieses sind aber Ge- 
raden, welche sich durch die gegebenen Puncte 1, 2, 3, 4, 5^ 6, 7 bestimmen 
lassen. Bemerken wir endlich, dafs die Generatrice ßy in der Ebene 345 
liegt, so ist es ersichtlich ^ dafs die genannte Ebene von den Greraden GG' 
und BB' in zwei Puncten dieser Generatrice getroffen wird, üurch diese 
Schnittpuncte ist aber die dritte Generatrice und mit ihr das ganze Hyper- 
boloid (2 3, 4 5, ßy) belsannt, zu dessen Bestimmung die beiden ersten Ge- 
neratricen 23 und 45 gegeben sind. 

Die Puncte ßy auf der dritten Generatrice werden als die Schnitt- 
puncte dieser Linie und der Geraden 45 und 43 gefunden. Die Gerade A 
bestimmt man endlich als die Schnittlinie der Ebenen \2ß und 16;^. 
Diese Betrachtung enthält die Li^sung folgender Aufgabe: 

Aufgabe. 8. 
,^Zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden sich in einer Geraden A und 
^dberdies in einer Curve doppelter Krömmung: es soll die Gerade A 
^construirt werden, wenn ein Punct 7 auf ihr, und 6 Puncte 2, 3, 4, 5, 
„6, 7 der Schnittcurve der beiden Kegel beliebig im Räume gegeben sind.^ 
Man bestimme die Puncte 

B = (745,12), G = (734,61), 
B' = ( 756,23 ) , fi' = ( 723,56 ). 
B bedeute den Scbnittpunct der Ebene 745 und der Geraden 12 etc. Die 
Schnittpuncte der Geraden BB' und GG' mit der Ebene 345 verbinde 
man durch eine gerade Linie und bezeichne die Schnittpuncte dieser Linie 
mit den Linien 45 und 43 mit/9 und /• Alsdann schneiden sich die Ebenen 
169" und 12/3 in der gesuchten Geraden A» 

Wir wollen nun zeigen, wie mit der vorhergehendeu Aufgabe Zu- 
gvieh die folgende gelöset ist. 

20* 
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Aufgabe 4. 
,,B9 sind irgend sieben Pancte als die Schnittpuucte dreier Ober» 

^flachen zweiter Ordnung gegeben: man soll auf lineare Weise den 

,9 achten Schnitlpunct construiren." 

Bezeichnen wir die acht Schnittpuncte dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung mit 1, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und ziehen eine Gerade A durch die 
Puncte 1 und 8, so können wir, wie in der Auflösung der Aufgabe t. an- 
gedeutet ist 9 zwei Kegel zweiter Ordnung construiren, die sich in der Ge* 
raden Ä schneiden und durch die fünf Puncte 2j 3, 4, 5, 6 hindurch-» 
gehen. Diese Kegel gehen aber durch die sieben Puncte 1 , 8, 3> 3, 4, 5, 6 
hindurch: sie gehen also auch durch den Punct 7, weil bekanntlich alle 
Oberflächen zweiter Ordnung, die durch sieben Puncte hindurchgehen, 
sich noch in einem durch diese bestimmten achten Punct schneiden. Der 
Punct 7 liegt also in der Curve doppelter Krümmung, in welcher sich die 
beiden Kegel schneiden. Nehmen wir nun die sechs auf dieser Curve 
gelegenen Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den Punct 1 auf der Geraden A 
als gegeben an, so lehrt die Auflösung der vorhergenden Aufgabe diese 
Gerade A finden, welche durch den gesuchten achten Punct 8 hindurchgeht 
Vertauschen wir endlich den Punct 1 mit irgend einem anderen Puncte 
2, 3, 4, 5, 6, 7, so finden wir auf gleiche Weise eine zweite Gerade A, 
welche die erste in dem gesuchten Puncto 8 schneidet. 

Um der angedeuteten Lösung der vorliegenden Aufgabe eine äber- 
sichllichere Form zu geben, wollen wir die angestellten Betrachlungen dazu 
benutzen, einen Lehrsatz über die acht Schnittpuncte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung herzuleiten, aus welchem unmittelbar die Constraction 
eines dieser Puncte, wenn die andern gegeben sind, sich ergiebt Zu die- 
sem Zwecke wiederholen wir, dafs die Gerade ßy von der Geraden BB' 
(so wie von G&'^ geschnitten wird. Wenn wir demnach die Endpuncte 
BB' der letzteren Geraden, wie vorhin, durch die tlbersichtlichereu Zeicheo 
JB = (745,t2) B' = (756,23) etc. .... darstellen, so haben wir, da ß der 
Schnittpunct von ^2 und 45, y der Scbnittpunct von JI6 und 34 ist, und 
die Puncte 1 und 8 in der Geraden^ liegen, ganz analog: /? = (8 12,45)9 
;rs= (861,34); woraus sich folgender Lehrsatz ergiebt: 

Lehrsatz 2. 

„Wenn die 8 Schnittpuncte dreier Oberflächen zweiter Ordnung mit 

„ 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 bezeichnet werden , so liegen die 4 Puncte 
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(8I2,*5), (861,34), (745,12), (756,23) 
„oder, was dasselbe ist, die SchuUÜioie (745,812) und die beiden Puncte 
„(861,34) and (756,23) in einer und derselben Ebene." 

Mao erhält aus diesen andere Relationen, wenn mau die Zeichen 
Air die 8 Scbnittpnocte beliebig vertauscht. Wir bezeichnen ferner die 
Gerade ßy mit (812,45) (861,34) mit (IV), die Gerade BB' mit (745,12) 
(756,23) mit II und auf analoge Weise die Geraden: 



(734»61) (745,12) mit 


1 


(834,61) (845,12) mit 


(I) 


(745,12) (756,23) - 


II 


(845,12) (856,23) - 


(II) 


(756,23) (761,34) - 


111 


(856,23) (861,34) - 


(III) 


(761,34) (712,45) - 


IV 


(861,34) (812,45) - 


(IV> 


(712,45) (723,56) - 


V 


(812,45) (823,56) - 


(V) 


(723,56) (734,61) - 


VI 


(823,56) (834,61) - 


(VI). 



Diese Auadrfleke sind so gebildet, dafs jeder folgeode aus dem vorher- 
gdienden entsteht, weno mao far i, 2, 3, 4, 5, 6 respeotive 2, 3, 4, 5, 
6, 1 setzt. Die ersten auf diese Weise bezeichneten sechs Linien bil- 
den nun ein nicht ebenes Sechseclc A, dessen gegenüberliegende Seiten 
sich schneiden« Man kann daher durch je zwei gegenöberliegende Seiten 
dieses Sechsecks eine Ebene legen. Diese drei Ebenen schneiden sich in 
dem Puncto 7. Ebenso bilden die zweiten sechs Linien ein Sechseck B. 
Legt man durch je zwei gegenöberliegende Seiten dieses Sechsecks eine 
Ebene, so sdmeiden sich die drei Ebenen iru Puncte 8. In jedem dieser 
Sechsecke schneidet also jede ungerade Seite jede gerade Seite. Wenn 
wir aber die beiden Sechsecke mit einander vergleichen, so finden wir, dafs 
jede gerade Seite des einen jede gerade Seite des andern und jede un- 
gerade Seite des einen jede ungerade Seite des andern schneidet. Denn 
es schneidet z. B., wie oben bemerkt wurde, die Gerade \i die Gerade (IV). 
Da aber (IV) in II und II in (VI) übergeht, wenn man statt 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8 respective 5, 6, 1, 2, 3, 4» 8, 7 setzt, so schneiden sich auch II 
und (VI). Endlich schneiden sich die Geraden U und (II), weil beide in 

derselben Ebene 123 liegen, etc Um die Endpuucte des Sechsecks^ zu 

bestimmen, verbinde man die Puncte 1 , 2 , • • . b der Beihe nach durch gerade 
Linien, wodurch ein Sechseck H entsteht. Jede Seite dieses Sechsecks wird 
von der durch die gegenöberliegende Seite und den Punct 7 gelegten Ebene 
in einem Puncte geschnitten, der zugleich eine Ecke des Sechsecks A ist. 
Ferner wird jede Seite des Sechsecks H von der durch die gegenüber- 
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liegende Seite and den Punct 8 gelegten Ebene in einem Pnncte geschnit- 
ten j der sugleieh eine Ecke des Sechsecks B ist. Diese Bemerkungen las- 
sen sich nun in folgendem SatM zusammenfassen: 

Lehrsatz 3. 
,,Von den acht Schnittpuncten dreier Oberflächen zweiter Ordnung he* 
,, trachte man irgend sechs als die Ecken eines Sechsecks U und schneide 
^die aufeinander folgenden Seiten dieses Sechsecks durch Ebenen^ welche 
„durch die gegenüberliegenden Seiten und den siebenten Schnittpunct 
^gelegt sind. Die Schnittpuncle der Seiten betrachte man in der Reihe, 
,,wie sie auf den auf einander folgenden Seiten des Sechsecks JEf liegen, 
,,als die EIcken eines zw^eiten Sechsecks A. Auf gleiche Weise bilde man 
,,ein drittes, dem ersten H in dem Sinne der Peripherie einbeschriebenes 
„Sechseck B, von welchem jede Ecke in einer Seite des Sechsecks H 
„und in der durch die gegenüberliegende Seite und den achten Schnitt* 
„punct gelegten Ebene liegt. Alsdann liegen die Seiten der Sechs- 
„ecke A und B auf demselben Hjrperbolold.'" 

Wenn von diesen drei Sechsecken irgend zwei gegeben sind, so 
kann man durch eine leichte Construction das dritte finden. Sind nun von 

den acht Schnittpuncten 1, 2, 8 dreier Oberflachen zweiter Ordnung 

die sieben ersten gegeben, so sind mit ihnen auch die Sechsecke H und 
A gegeben. Das Sechseck B labt sich aber mit Hülfe der beiden ersten 
leicht construiren. Legt man, nachdem man diese Construction ausgeführt 
hat, drei Ebenen durch die gegenüberliegenden Seiten des Sechsecks fl> 
so schneiden sich dieselben in dem gesuchten Pnncte 8. 
Königsberg am lOten Hai 1843. 
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11. 

Observationes de lineis brevissimis et curvis curva- 

turae in superficiebas secandi gradus. 

(Attct F. JoacMmsihalj Dr. pbil. Berol.) 



1. 

|[f Qaestioues circa lineas curvas in superficiebus curvis sitas, si per aequa- 
tionea differentiales solvuutur, aaepeunmero peculiari diflficuKate impeditae 
annt. Qauoi enim aaperfioies curvae aequatioiiibua inter tres coordioataa 
exhiberi soleaiit, etiam aequatio differeotialia trea variabiles x, y, z earum- 
qae differentialia implicabit, atque ope aequatiooia aoperficiei una variabiiium 
ex.gr. z com dz, JPz eliminari debet, qao aequatiooia differeotialis aym- 
melria amittilur. Nullo modo autem haee elimlnatio evitari potest, uisi in 
aingulia caaibus, nbi aequatio differeutialis aut est aot calculia idoueis fit 
diflereutiale completum. Cujus rei duo exempla nunc afTerremas. 

Aequatio differeutialis secuudi ordinis, qua liueae brevissimae definiuu- 
tur, ita transformari potest^ ut pro superficiebos aecundi gradus differentiale 
completum expreasionis primi ordinis prodeat, 

Sit F*(w, y,z)='0 aequatio superficiei cujusdam ad coordinatas inter. 

d P d W d F 

se rectaugulares relatae, et designemus ^— , -^^ -j— litterisX^ T, Z: 

est aequatio lineae brevissimae in superficies^ quum planum osculans cur^ 
vae ad planum taogens superficiei normale sit 
Xidyd^z—dzd'y)'\'Y(dzd^w—dxd^z)^Z(dxd^y — dyi'x)^0 

slve 

1. dx(Yd^z — Zd^y)i-dy(Zd^x — Xd^z)'\-dz{Xd'y- Yd^x) = 

et quum curva in superficiei F= sita sit, incrementa dx, dy, dz conditiooem 

2. JTrfar + Frfy-f Zrfar = 

explere debent Ex aequationibus (1.) et (2.) rationes dxidyidz deri- 
vari possunt, aut quantitates fidxy fidy, fidZf ubi fs factorem indetermi- 
natum deuotat Invenitur 

fidx = Z(Zd'x-Xd^z) — Y(XdW-'Yd'x) 
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sed aeqoatione (2«) differentiata videmus esse 

dXdx-\^dYdy-\-dZdz = -iXd'x-\-Yd^y-{-Zd^z), 
quo babemos 

ifidx=z d^x(X^+Y^-\-Z'y-{-XidXdx-\-dTdy+dZdt) 
8. \fidy = ■dy{X?-\-Tni-Z')-\-Y(dXd»-\-drdyi'.dZdz) 
\ fidz = d^z{X''^Y^-\-Z')\-Z{dXdx^dYdy^dZdz). 
Maltiplicando aequationes (3.) per dx, dy, dz et addendo, obtinemos va- 
lorem ipsios fi 

'* dx* -j- dy* -j- dz* 

et maltiplicando easdem aeqoatioues per dX^ dY, dZ et addendo 

Qoibus valoribas inter se comparatis obtinemus 

. dXd*x-\-drd*y\-dZd*z , XdX-\-XdyJi-Zdz dxd*x+dyd*y+dzd*z _^ 
*• dXdx-\-dYdy\-dZdz T" X*\-T* +Z» <f*» + flfy «+<'«• ~ 

Qaam transformationem aequationis (1.) infra accaralius examinabioios. Oaas 
fractioiies ultimas aeqaatioiiis (6.) differentialia completa esse adnotandom est. 

2. 

Si pro F{x, y,z)=^0 aequatio superfieierum secondi gradus sumitar 

7. oa?' 4- /Sy' + y«* + "ia'yz -{■ 2ß'zx -f Qy'asy J^ 2a" x + 2/9'y-f-2y"« -\-d=0 

etiam fractio prima formalae (6.) ^^ differentiale complelam; oam derivatar 

ex aeqoatione (7.) 

X= '2{ax-\-Y'y-\-ß'z^a") dX = 2{adx-\-/dy-{-ß'dz) 

Y = 2(y'x-\-ßy-\-a'z+ß") dY = 2(y'dx-\-ßdy-\-a'dz) 

Z = 2(ß'x-\-a'y-\-yz-\-r") dZ = 2(ß'dx-\-a'dy-\-ydz)i 

ergo est 

dXdx-{-dYdy-^dZdz = 

2(adx''-{-ßdf-{-ydz^-\-2a'dydz-\-2ß'dzdx-\-2/dxdy)y 

atqae vides, esse 

dXd'x-]-dYdy-\-dZd'z = 

d{adx^-\-ßdy'-\-ydz^-\-2a'dydz-\-2ß'dzdx-\-2/dxdy]^ 

quo forinula (6.) matatur in 

^d\og{adx^-\-ßdy'^rdz^-{-2a'dydz4-2ß'dzdx-\-2y'dxdyl 

— ^dlog{dx^i-df-\-dz^] 

^^dlog{(ax-\-y'y-\-ß'z-\-a'r-\-(r'^-\-ßy+a'z-\-ß'r 



#/. J0ttehim$thalf de /utei« brev. et curvis curvaturae m »uperfieiebut. 157 
ande oblinemas integrale primam aequationis differeutialiji lineae brevissimae 

* adx*+ßdy*-^j'dz*-^2a'dydZ'^2ß'dzdx-{-2r'dxly^ 

ubi quaotitas C est constans iutegrationis. 

Qoo ex integrali proprielates quaedam geometricae iuiprimis de curva- 
tura lineae brevissimae flonnt, quas nunc exponemus. 

Si brevitatis caosa 

(«ar + y y+ ß'z -f «")'+ (/^ + /?r+ «'« + Z^'OM" (/^'^ + «'/ + /«^ + /O* = /» 

o rfjr» + /Jrfy' -!- rrf»' -}- 2 a'rfy rfÄ + 2 ß'dz dof -f 2/ dxdy^q 

ponontur, aequationes (SO« (4.) et (8.) ila scribi possunt: 

fidx — q{ax-\-Y'y-\-ß'z-\-a") =. pd^x 

f^dy-q{Y'x^ßy-\-a'z^ß") = pd'y 

8.* [fidz—q{ß'x-\a'y-\-yz-\-r")=pd'z 

d*s ^ rf*» 

et qaaeramuB radium curvaturae, qui pro qualibet curva foroiula 

da* 

data est. Invenitur ex aeqaationibus (8.*) 

)»»(rf'ar'-f rf»/ + rf»«') = /t'rf*' !^> = p'dU^^q'p, 
ergo est 

et 

(rf*x*-i-i/»j'«+'^*»*— <^*»*) jc 

Radius curvaturae lineae brevissimae formnla simplici data est 

p = 1 [{jM-\-r'y^ß'z\a"f^{y'x4.ßy-\a'z-\ ,/?")'+C/?'x+aV-| yar-f y")'}*. 

Qauoi factor ipsius -^ (anlum a coordioatis puiicti in superfiQie pendeat, at- 

qne pro liueis brevissimis ex eodem puncto exeantibus idem sit, nullo ne- 
gotio derivatur theorema sequens: 

L Formelur in superficie secundi gradus triangulom, cujus latera 
sint lineae brevissimae, et radii curvaturae singulorum laleruni in angulis 
ex ordine per ^^ , (>i , (>2 , (»^ , (»3 , ps designentur , producta e tribus radiis 
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uon contiguis couflata aequalia sunt, aive 



+ — et CT 

Ü 



3. 

Sed integrale primam ipsum iuterpretationem geometricaoi admittit, 
unde ad formalam pro radio curvaturae facile perveniri potest. 

Simplicitatis causa 8it aequatio superficiei secundi gradus haeoce 

10. —4-^ + -- = 1, 

quo integrale primum (8.) mutatur in 

Fingemus diametrum superficiei, cujus aequatio sit ^:ij: C = ^: tii:fij sunt 
coordinatae puoclorum in quibus superficies a diametro secatur + — , db— 9 

[- -y- -j ^ j , ergo longitudo semidiauietri aequalis 

— « — _i-_L. imde viaeinus — ^- ^ — * — -— esse lonsiludiuem semi- 

diametri Z>^ cujus directio tangenti lineae brevissiniae parallela est. Designe- 
mus liÜeraP dislautiaoi centri a piano tangenti superficiei in puncto (x,y, z) 

sive a piano -^ — 1- -4=^ -|- — ~ ~- l, liabeuius forniulis uotis P* = — ^ r ^ 

1 1 

ergo loco aequationis (11.) scribi potest p^ = CD^j sive PD = -^j quae 

relatio hoc modo pronuntiari licet: 

II. Sint Af A duo puncta superficiei secundi gradus, P, P' distan* 
tiae centri a planis (angentibus in bis punclis, D, D' semidiametri super- 
ficiei, quarum direcliones tangentibus lineae brevissimae per A et A* ductae 
in A et A' parallelae, habemus PD = P'D'. 

Quam reiationem cum iheoremate noto de sectionibus conicis fere 
cougruere adnotare juvat, scilicet cum tlieoremate de parallelogrammatia 
sectioni conicae circumscriptis et diamctris conjugatis superstructis« Quam 
planum oscnlans lineae brevissinic'ie per normalem superficiei transeat, cur- 
vatura lineae brevissimae ciirvaturae sectionis plauae aequalis esi^ quae per 
normalem superficiei et (angetitem lineae brevissimae ducitur. De sectionibus 
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per iiormalem io pancto quodam A superficiei secundi gradus doctis valet 
tbeorenia, curvaturam in eodem puncto esse aequalem qoaiititati -^^ litterisP 

et D siniilia ut sapra significautibus. Qiium pro liueis brevissimisr inter P 

1 P 

et D relathi PD =^ -^ intercedal, curvatura K sive j^ mutatur in P^C, 

qui valor cum valore ipsius — e formula (9.) derivata omnino congruil. 
Habemas igitur Ibeorema sequeus: 

III. Sint A, A' duo puncla superficiei secundi gradus ^ P, P' di- 
stantiae ceutri a planis (angenlibus, K, Kf curvaturae lineae brevissimae per 
A et A ductae in bis punctis, habetur relalio 

K _ P^ 
h' - p/8 ' 

Nec non existit (beorenia simile de sectionibus conicis, scilicet hoc sequens: 
sint A, A' duo puncla sectiouis conicae, JP, P' dislaiitiae ceutri a taiigen- 
libus; (£), {isJ) curvaturae sectiouis conicae iu hispunctis, a, h semiaxes 

ps p/3 (Jjf\ ps 

curvae, habetur (K) =.= -^^, (K) ^ -^^- , ergo -j^ = p^-. Si super- 
ficies secundi gradus rolatione orta est, quum planum tangens ad meridianum 
normale sit, perpendiculum a cenlro ad planum tangens ductum, idem esi^ atque 

perpeudiculum a centro ad taugentem meridiani. Est autem, si iisdem designa- 

- - P* K 

lionibus, utsupra utiniur, K--CP^^ (ÜL) ==^ -^^jpp, ergo ^F)=-^ö^*^ «ive: 

IV. In superficiebus secundi gradus rotatione ortis ratio curvaturae 
lineae brevissimae ad curvaturam meridiani pro siugulis lineis brevissimis 
immutata manet. 

Quod tbeorema pro linea geodetica cl. Gudermann proposuit. (Cf. 
hoc diarium T. XVll.) Quum sectiones per normalem superficiei ductae, 
quae cum seclionibus principalibus angulos acquales efficiunt, curvatura 
aequali gaudeant, derivatur e theoremate (I.) tanquam eorollarium: 

y. Si in superficie secundi gradus triangulus formatur, cujus latera 
sunt lineae brevissimae et duo anguli sectionibus principalibus dimidiantur, 
etiam tertius angulus per sectiones principales in partes aequales dividitur. 

4. 

Si integrale complelum aequationis difierentialis lineae brevissimae, 
quod praeter C adhuc aliam constantem arbitrariam amplectitur nan- 

cifici volamus, ex integral! prinio (11.) ope relationum \'^-\ — = 1« 

«1* 
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£^ 4~ h^ '^' ^"^ "^ ^ ""^ variabUiuin elimioari debet, qua aequationem 
differeutialein primi ordinis obtiuemus, quae uisi relatioue satis complicata 
iotegrari nequiL 

Dedit autem vir celeberriinus Jacobi formulas memorabiles , quibns 
coordiiiatae puiicti ellipsoidae tauquani fuiictiones daarum variabilium, qaae 
sunt argumenta curvarom curvaturae, exhibentur, atque iotegratiooem oom- 
pletam aequationis liueae brevissimae proposait. Quam hie paocia verbis 
demonstratam adjuugimu», quum facile ex illo integrali primo (110 sequator. 

lllae fonnulae sunt 

X == T/r--^Osin9))''(csinV''-|-*cos///' — a), 

^- =r= j/A . siif (// cos ip , 

z = y ( "ITJ ^^* ^i{c — b sin 9?* — a cos if?) , 
e quibus levi caiculo eruuntur 
abc (~Y + pp -f ^) = {a cos y^ + * «'" H^) ip ^sin xfr -f- b cos '^^) , 

Üb - d) cos y^ 4- (f - A) sin V'^} {?.gg«y^+&3iny«)c/y» (esinV;«-t;i:^o«V^VrfyM , 

dx* j_ dy*^ I rfa» 

a ' 6 "T"^" "~ 

{(6 — ä) C08 9)M (c - i) sin v'j { r--^^^^^ ; + - . .^ff .t 1 • 

Quibus valoribus substitntis integrale primum (11.) mutatur in 

(flcos 0)^+ h sin ip^) (csiu v/'+ A cos v^^) | — ^-^ — ^ A : — —-^ \ 

aut in 

(« cos 9?* + 6 Bin y *) (c si n i /;» -j- ft cos y;» — n ft p (7) r/y ^ 

c — ftsiny* — acosy* 

. {csinxfß'^ ■\'bco%xf9^){aeQf^ fp^-\'b%\tiq>^ — abcC)d\p^ 

' csiut^^-j-^GOsv;* — a * 

unde statim ad integrale completum pervenitur 

y^ (€K.co8y^ + & sin y * )My 
(c — & sin y * — a cos y *)* (ri 6 c C — acosy^ — 6sinqp*)^ 

(c sin y;^ + ft cos y;^ ) * rfy; 

4-Äcosy;* — a)*(csijiV'* f^costp' — a4cC)* " 



•/ (rsint^* 
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Qaod est integrale ab ill. Jacohi propositum, si ponitur abcC = b — ß* 
(Cf. hoc diar. T. XIX.) Coustaas arbitraria C directioue lioeae brevissi- 

mae in qnolibet puncto determinatur, ut relatioue supra inventaPD= y^ 

perspicauni est. 

5. 

Aequationem lineae brevissimae ¥=^0, abi ponitur 

r= d^x{Ydz—Zdy)^'d^y(Zdx—Xdz)-\-d^z(Xdy— Ydx), 

in aliam transformavimus (6.) 

dJ[d*a; + drd*y+dZd^z , XdJC+Tdr+ZdZ dxd^x+dyd^y + dzd^z _^ 
dAdx + dYdy + dZdz ' jr»+r» + Z» dx^ -\-dy^+dz^ 

Quae fractiones si in uuam conjunguntur -^==0, ubi Q est productuoi e 

siogulis denomiuatoribus, et nuinerator P cum V comparatur, mox iuvenies, 
P esse producto VfV aequale, ubi 

W = dX{Ydz—Zdy)\dY{Zdx—Xdz)'\dZ{Xdy- Ydx). 
Transformalio igitur aequalionis differentialis lineae brevissimae in eo cou- 

sislit, quod F=0 per factorem -^ muUiplicetur. Neque ineleganter baec 

muhiplicatio trausigitur ope formulae memorabilis, quae docet, productum e 

factoribus 

/(m'n'— m"ii')+ /'(fw^'n — m»")+ '"(»»n'— m'n), 

l{ti'y''—l,i.''v')\-X\}i''v—uy'')\-V'{tiv'—fJi'v) 

conflatum, esse 

A{B'C''—B''C)-YB{OA"—0'A')-\-C(,AB''-A''B'), 
ubi sunt 

Substitutis valoribus ipsoruro /, fn» n, •••• ex expressionibus V et W, ut 
in boc paragrapho scriptae sunt, snmtis, babemus 

Ä" = C = XdxJ{^ Ydy^ Zdz = 0; 
A' = Xd''x{Yd^y^Zd'z ^ -(dXdx4^dYdy\-dZdz), 
ergo fit 
VfV=(,X'i'Y^+Z^){dx^+df-\-dz'')(dXd^x + dYd'y'\-dZd'z) 

-{(XdX-\'YdY-{'ZdZ){dx''^df-\'dz''){dXdx-{-dYdy~rdZdz) 

-{X^\'Y'-\Z'){dxd'x^dyd'y^dzd'z){dXdx]-dYdy \'dZdz) 

VW 

unde -j^ cum laeva parte aequationis (6.) congruere videmus. 
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VW 
Notalu autem perdignum est, quam — ^ pro superficiebus secuudi gra- 

dus fiat differentiale completum expressionis priuii ordiuiM, aeque ac aequaliouia 

secuiidi ordinis V=0 integrale primum oacti sumus, multiplicatioue per -jr 

iu9titu(a, aequalionero primi ordinis FF=0 pro iisdeni superficiebus, multi- 

plieatione per -^ facta, iutegrari posse« Neque ullus novus calculus ne* 

cesse est, nisi elimiuatio ipsorum dx, dy, dz ex aequaliouibus ^=0, 

Nee non sine negotio ab aeqoalioue W==0 simili modo ad aeqna- 
lioneni -7)- = ^ P^ <'enire possumus, ut in $. 1. ab aequalione r = 0. 
Nair aequationes 
dxiZdY—rdZ)-\dy(XdZ — ZdX)-YdziYdX—XdY) = 0, 

Xdx-^Ydy-\Zdz = 
et l«oc systeinale aequaiionum repraeseutari possuut , in quo /i factorem in- 
determluatum deuotat 

fidx = (X^-\-Y^-\-Z')dX-X(XdX-{- YdY-\-ZdZ), 
ftdy == iX'-\-Y*-i-Z')dY-Y{Xdxi-YdY-\-ZdZ), 
udz = iX'-\-Y'\-Z')dZ-Z(^XdX\- YdY\ ZdZ). 
MuUiplicaudo has aequationes per dx, dy, dz et addendo obtinemus 
.u(rfj;'-J-rfy* + rf«') = (X^-}-Y^-\Z'KdXdx-\-dYdy-\-dZdz)y 
alque niultiplicando per d'^x, d*y, d^z et addendo, 
fi {dx d'x-\ dydy\-dzd'z) = (Ä'*-f F'-j-Z») (.dXd'x \ dYd'y-\ dZd'z) 

4- (dXdx^dYdy^ dZ dz) {XdX-f YdY^^Z dZ\ 
unde obtinemus dividendo 

dXd*j:+d Yd*y\^dZd*z j XdX+ rdr-\-ZdZ _ drd^x-\-d yd^y ^dzd*z _ 
dA'djc+dYdy+dZdz ' A»+r»4-Z» dx* -^-dy^^dz* ~ "' 

ut üupra 

6. 

Aequatio IF = ad curvas curvaturae pertinet, quae nota proprie- 

(ate gaudent, lineae normales superficiei in duobus puuctis infinite propinquis 

et in bis curvis sitis duclae concurrere. Est enim aequatio lineae uoroialis 

in puncto x, y, z, 

I — z : t] — y:t, — Z = XtY:Z 

et in puncto infinite propinquo 

§^x — dx:t] — y^dy:^—z^dz = X-\ dXi Y^ dY:Z^dZ. 



taaäMiMhi 
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Quae aequatioues etiam hoc modo repraeseutari possunt: 

§ — x = XX I— d? := dx'['fi(X-\-dX) 

t — « = kZ ^—z = dzA^'^i{Z'\~dZ). 

Si hae lineae rectae punctum quoddam commune babent, pro hoc puncto 

fieri debet 

IX = dx+/ii(X'\-dX), 

i.Y=dy+^{YidY), 

XZ = dZ'\'fi{Z'\'dZ), 

unde eliminando quantitates >t et /i aequatio prodit 

dx{ZdY-rdZ)-\^dy{XdZ-ZdX)^ dz(jrdX-XdY) = 0, 

8ive W = 0. Si aequatio superficiei ad formam simpiiciorem f(Xf y)^^z = 

reducta est, aut, quod fere idem, si de projectioiie cnrvarum curvaturae 

agitur, et positiv 

X = p, F=r y, Z= -I, 

dX = rdx \ sdy; dY = sdx\tdy; dZ = 

aequatio FF==0 in aliam magis usitatam redit, 

dymitg')s-pqt}-^dxdy{(l-{-f)r~{l-^pY^-dxmi-\-p')s-pqr}=0. 

jr>S V^ 21^ 

Pro superficie »ecundi gradu2$ h ^ "^ — "^ '' aequatio FF = fit 

\c b b c / ' '^ \a c e a / ^ \b a a b f 

sive 

14. dydz(c — b)x-\'dzdx(a — c)y'\ dxdy(b — a)z =-= 0. 

Adsumta relatione ~dx \- ^ dyn — dz = Oy rationes dx : dy : dz, quae 

curvarum directiones determinanti erui possunt. Quum autem aequatio tan- 
gentis in puncto cujuslibet curvae sit 

§ — xzi] — y:^ — z =rz dxidyidz, 
videmuflt tangentes cnrvarum curvaturae aequationibus 

tS- Ci?-r) (^-^) {c-b)x+(^-z) (§-x) (a-c)y^(S-xX^]-Y) {b~a) c =0, 

exbibentur, sive tanquam intersectiones coni (15.) et plani (16.) (taugentis 
videlicet superficiei) per illius cuspidem trauseuutis. In coao (1^0 iniiu- 
merabiliter tria latera inier se rectaugularia iiiveniuntur, ex« gr. lineae rectae 
quae per punctum x^ y, z axibus superficiei parallelae ducnntur. Quum 
enim expressiones (b— .i?)\ C^i—yTj (jC — ^Y in aequatione coni desinf, noium 
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est, coiium piano, per cospidem Iranseauti et ad latus quoddam uormaii in 
doobus lateribus inter se rectangularibus secari. Tale planani est piaoain tan- 
geDs(16.), qaod per cuspidem coni transU, et ad latus cont f — xitj — y:^ — z 

=: — : -^ : — sive ad normalem snperficiei seonndi gradus perpendiculare eatj 

directiones eurvarom carvaturae igitur inter se reotangulares sunt Quod 
theorema notissimum simili modo pro omnibas superficiebos ex aeqoatione 
generali IV =0 derivari potuisset. 

Conus (15.) variis proprielatibus praeditus est, ex.gr. omnia pnncta 
quorum normales normalem puncti (Xfy,z) secant, in intersectione coiii et 
superficiei seeundi gradus sita sunt. 

7- 

Relationem 

non Bolum ad liueas brevissinias, sed etiam ad curvas curvaturae pertinere 
supra ostendimus, Quae curvae quum aequatio differentiali primi ordinis (13.) 

\c b b c / ^ '^ \a c c a f ^ \b a a b f 

definiantur, ex bis duobus aequaUonibus ope relationis —dx'\'^dy'\'^dz 

= differentialia dxj dy, dz eliminare, atque integrale aequationis (13.) 
nancisci possumus. Quam eliminationem nunc adgrediamur« 
Ponarous 

X* I 2ll I ^ xdx j ydy , zdz 

ex illis tribns aequationibas calculo jam saepius adhibito invenitur 



Cdx = p y— dx 



X 



a p—aC ' 

Cdz = p— — g— dz = *? . 

*'"* r e * c p~cC 

MuUiplicando has aequationes per -j, ^, ~t ^^ addendo, quam pars 
laeva ipsi q aequalis fiat, babemos 

jr* y* ^* 

^1 j^ ^\ 

* = p—aC^ p—bC + p^cC • 
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Qiiae aeqnatio dilferenüalibas libera com aeqoatiooe saperficiei secandi gm- 
das combinata curvam curvatarae determinat. Sed in simplicioreni formam 
redigi potest Redacitar prirao ad 

p^^C(a-\-b-\-e)p'-\-C*(bc-\-ca-\-ai)p^abeC* 

mve ad 

▼el quam sit - — |-^-|--|- = l» '^"^jr'f^'fTr aequatio tranait in ae- 
qaentem 

18. c{(M-c)^+(«+«)^+(«+*)^)-«*cC«=c{£;+^+?!}. 

Est aatem 

=(?+^+¥)(4+l+l)-5l+l)-?(4+4)-?(l+i) 

aive 
atqae 

(*+«)t+(*+«>?+(«+*>t=(«+*+«)(t+t+t)-(*'+^+*') 

Qoocirca aeqaatio (18.)? si per a'ft'e* maUiplioatur, matator in seqoentem: 

= a»cC{«6+«?-f *«—**(*+«)— r'(*+«)--«*(«+ *)}, 
sive in banc 

— a*cC(«»+«c4-ftc)-[-a'*»c'C(a-t-*-fc)— a»*»fl»C» 
= _«»cC{dr'(*-{-c)-fy*(c-|-a)+«*(fl+^)}-|-fl»6»c»C'(j?*-f/-f«'), 

qoae congruit com 

(a — abeC) (* — abcC) (c — abcC) — abe 
= (4— a*cC)(c— a*cC)a?*4-(c— ff*oe)(«— <i*cC)/ 

Cna«*s Joaml f. d. H. Bd. XXVI. Heft 2. 22 
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vel quum sit 

abc = bex^'\-cay^-\-abz^y 

haec ultima aequatio denique inutatur in 

a — abcC '^ b — abe€ * c — abcC 

Quod est theorema viri dar. Dupin interaectionea auperficierum confoca- 
liam aecundi gradus esse ciirvas, curvaturae. 

Varia tbeoreinata adhuc exstaot, quae tanquam amplificationes theo* 
rematis modo demonstrati spectanda sunt, ex gr. hoc sequeus: si normales 
punctorum A et B superficiei secundi gradus cooeurrunty liuea recta AB 
quamlibet superficiem confocalem in duobus punetis eadeui proprietate gau- 
dentibus secat. Quae nunc praeterimus« 

8. 

Ex illis, quae supra exposita suut^ sequitur, ut etiam pro curvis cur- 
vaturae relatio PD = -^ valeati lilteris P et D similia ut supra de- 

notantibns. Diametri autem duobus tangentibus curvanim cunraturae in quo- 
Übet puncto superficiei secundi gradus parallelae axes principales sectioni* 
couicae jS» sunt, quae superficie secundi gradus et piano diametrali plauo 
tangeoti parallele determinatur. Quod theorema elegans itidem viro dar 
Dupin debetur, atque hoc modo denionstrari potest. 

Ut yides, axes principales sectionis conicae, aequatioiiibos 

«0. ( t ^ 

exhibitae, si ve coordinatae Sf tjj ^ punctomm, quibus axes tennbumtur, quae- 
rendae sunt. Quum axes sectionis conicae diametri maximi et minimi sint, 
quanlitas ^-f ^^'1'^ maximum et minimum fieri debet, ergo ad determinatio- 
nem quantitatum Siriii, praeter (A)=^0^ (B)t=0 noram aequationem ob- 
tinemusysi, positis ?-f^*4"^*"f ^(-^)+.^(^)= ^f ^^'^ A et ^ sont constantea^ 
ex aequationibus ^ = 0, ^ =; 0, -^y = 0, X et ^ elimluaDtar^ quod e 
theoria maximoruro notom esL Habemos autem 

dV 
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atpue elioiinatis 1 et /t obtinemus 

Qoae aequatio cum aequatione B = conjimcta, duas lioeas recfas, acilicel 
axea sectionia conicae Sf determiiiat ; haa autein tangeutibus carvarum cur* 
vaturae, quae aequattonibas (15.) et (16.) exhibeaiUur, parallelas ease, maui- 
featum est. 

Nollo caiculo nai eaaemas praemisso theoremate sapra laadato: cur- 

vaturam secttonis oormalis quautitati y^ aeqaalem esse; qQuoi eoitn tätigen- 

tea corvaram curvatitrae directioiies maximae et miaiinae carvatorae deter- 
nioent, atatim aeqaitar, ut axibas ipsias jS> parallelae siiit. Nee uon hajus 
theorematia variae amplificationes exstant, de quibus per aliam occasriouem 
agemua» 

9. 

Si semiaxes sectionis conicae S per D, D' deaiguantur, habenius 
PDiy=}/(abc)j qaam parallelepipeda superfieiei secundi gradus circumscripta, 
et tribus diametria conjugatis auperslructa producto e axibus superficiei coiiflato 

aequalia sunt Sed aupre invenimus PD = ^, ergo habemus Z>'= ^{aheC). 

Si igUor iu duobaa punctisili, A2 in eadem curva curvaturae sitis, tangentes 
7(1 T2 curvamm conratarae aiteriua syslematis ducuntur, diametri Ü\ , D'^ tau- 
gentibus jTi , T, parallelae inter ae aeqoales sunt. Sed omoes illae tangentes 
^if Ti> quae, ut manifestum est, ad tangentes curvae curvaturae per poncta 
Ax^Ai tcanseuntia, normales sunt, superficiem in planum explicabilem Tormanl, 
nt cl* Dupin primus demonstravit ; ergo babemna theorema sequens: 

VI. Si superficiei secundi gradus superficies in planum explicabilis 
circumscribitur, et curva tactionis est curva curvaturae superficiei secundi gra- 
dus, diametri lateribus superficiei explicabilis parallelae, inter se aequales sunt. 

Secundum formulam (19.) curva curvaturae pro qua est J9'== )/(abeC) 
intersectio superficierum confocalium est 

T » 6 ' c ' a—abcC ' b^abcC ' c^-^abcC ~ ' 

ergo habemus theorema, e quo praecedens tauquam corollarium fluit: 

VII. Dücatur per centrum superficiei secundi gradus 

plaDQiii, piano tangenti saperficiei ia pancto A parallelom; et aint />, D' 
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semiaxes priucipales seclionis conicae aaperfioiei (IC) et illo plaoo deter* 
minataej habentur seqoeDtes aequalionea aoperfioierum confocaliam per A 
traoaeautium , 

et adnotaDdiim est, tangentem tolersectioDia ipaaram (Xr) et (K} in puocto 
A aemiaxi D, et ipsarum (ilf ) et (iC) semiaxi D' eaae parallelam. 

£ praecedentibus apoute fluit, omDea liueaa brevisaimaa , relationi 



^2.j.y^A.— c ^^* 4* ^y^ "f dz* 



satiafacieDtea , eaudem curvam curvaturae taugere, relatiooibua 

determinatam. Quibna aequatiooibuai quum duae curvae curvaturae ayoi* 
metrice sitae delerminentur, vides illas lineas brevissimas iuter has curvas 
tonumeras facere spiras. Fieri potest, si ab cC major est quaiititatibus ii, ft, c, 
illas curvas curvaturae esse imaginarias ; i. e. lineas brevissimas tali valore 
constautis C determinatas nuUam curvam curvaturae tangere. Quod iu hyper- 
boloidis contingere potest, sed nunquam iq ellipsoida, ubi abeC maidmRm quan- 
titatum a, b, c superare nequit. Quae quum manifesta siut, adnotasse sufBcit. 

10. 

E praecedentibus novum neque inelegaus theorema derivatur sctlicet 
sequens cum ejus inversione: 

VIII. Si planum tangens ad ellipsoidam ita movetur, ut in super* 
fiele ellipsoidae curvam curvaturae describat, summa aut differentia anga** 
lorum, quos planum tangens cum utraque directione aeclionum eirculariiini 
efficit, immutata manet. 

Quae propositioi si considerationibus analyticis uti mavis, hoc modo 
demonstrari potest. 

^'^ ^y* 91^ 

Sit aequatio ellipsoidae f ^ H "= ^ ' 4°^ conjuncta cum 

sequeuti 

a— *^6-* » c — k ~ * 

curvam curvaturae exhibet. Si per iuitium coordinatarum lioeae rectae 
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dnonntitr, normalibus in iis pnnctis «iperficieit qoae cunram onnraiarae oon- 
atitoant» parallelaei conus secundi gradus oritar. 
Est euiffl aeqoatio iliaram rectarum 

xa yb ze 

•«•i ~ ri ~ «I 

wd 



a-*^*-* »^i^=X \a^ b ^ c) ~ ^' 
wgo aeqoatio coui 

et aequaliones linearam focalium, qaae ut scis, com omnibos lateriboa eoni 
aiigolos efficiuot constantis somoiae aot differeutiae» formolis notis iiive» 
niootor aeqoeotes 

Omoes ejusmodi conoa iisdem iineiü rocalibo» ad directiooea sectio- 

nom circolariom peqjieudicularibos gaodere vides, onde Iheorema propoaitom 

apoute floit. 

11. 

Coroiiidis loco quam de soperficiebus coufocaliboa aive ex iiadem. 

focia deaoriptis saepe locuti simus, novaa aeqoationes coDditionalea inter 

coefiicientes talium superficierum adjungamus. 

Bxhibeaotar superficies aequationibna 

«!• ax^'\'bf']'CZ^'\-2dyz-\'2ezX'\-2fxy = 1, 

«8. a'ar*4-*y4-^'«'-f2rfy«+2«'irar-f 2/^a?y = 1. 

Quum superficies, ot iiotum est, inter se rectangulares sint, pnncta corvae 

intersectionis couditionem explere debeot 

4-(«a?-frfy-fcir)(tf'ar+rfy+c'«). 
Sobtraheudo aequatiooea (81«) et (S8.) obtinemos 

Qoae aeqoatio qoom praecedeoli congruere debeat, babemus aequatiooes con« 

ditiooales, io quiboa fs factorem indeterminatom desigoat: 

aafi-fr+ee' = )u(a-a'), «^+«7+ f^'+fH •<«'+«'<<'= ^Kf-n 

ff + * *' + <W'= fi (4— *0 , ae' -f a'« +fä'+fdi- «c' + «' c = 2/* (« — «'), 

•#'4-rf<l'-|-cc' = ft(c-c'). f«'-\-re-\-bd'-\-b'd-{-de'-{-d'e = 2i^(d-d'). 

SlegftDtiores nanciscimor aequadones ope theoremaüs seqaentis: 
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UL S{ piauom ita movetor, at prodootam e diatantiis plafii a ceutro 
soperficiei aecnndi gradus datae et a poIo respecto iiujua aaperficiei immu- 
tatam maneat: planam mobile saperficiem taogit ex iisdem foois descriptam 
atque data. 

Cujus propositionis demonstratio, aequatione superficiei in forroam 
simplicem (10.) reducta, uullo negotio peragitur. 

Sit {x, y, z) punctum superficiei (22.) habemus aequationem plani 
tangentis in hoc puncto 

23. (a'a:+ry-f«'ir)5+(r^ + *'y+<''»h+C^*+'''yf <^*)r== », 
et sit (l,m,n) polus hnjos plani respecto saperfiotei (S1.)i aequatio (38-) 
eom sequeoti cougruere debet: 

ergo coordinatas l, m, n aeqaalioiiibas determioatas vides hisce: 

Iat-\- ftn-^en s= a'x-^fy'-\-e'z, 
«/-} dm-^cn = 0'x-\-d'y-r e'a. 
Scribalur brevitatis gratia 

= J, a'h'&—a'd**—b'e'^^c'f^^'ide'f' 

Ä'c'-Ä" =-- A, 
c'af—^ = W, 

e'f'—a'd' = D', 
fd-b'e'^B't 
d'e' — e'f = F», 

a'x-ff'y-{-e'z = P, 

e'x-\-dfy'\-c'» ^ R, 
E (86.) derivantur aeqoationes 

iJl = AP-\-FQ\-ERy 
^«•= FP-{^BQ^DR, 
Jn = EP-\-DQ-^CR, 
et distantia d pnncti (l, m, n) a piano ( 83.) 

~ (P» +(?»+«•)* ^' (P»+(?»+Ä»)* 



(äbc — fl<r — be^— 


ef^7def 


be-d^ -. 


= A, 


ca—e' - 


= B, 


ab-f* : 


= c. 


ef—ad- 


= ß. 


fd^ he : 


= ß. 


\ de — ef' 


= F, 
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Distaulia ^* centri ab eodem plauo (23.) est aeqoalis 

a' = + ^ r , 

et qoQin productum ^^ qQautitati constanti H aeqaale sit, babemus 

z/ JI(P'+0'+ JP) = AP^ +»0^ 4- CIP -f- 2DQR ^2ERP^ 2FPQ —J 
aive 
»• ^ =(7-h)^+(|-ä)ö'+(j-«)ä'+25öä+2jÄP+2|pö. 

Aequatio (28.) soribi potest 

xP-\-rQ-\-zR= 1; 
aot Bubstitutis valoribos ipsoram x, y, at ex aequatiooibas (27.) derivatis, 

30. ^(ii'P'4-B'C?*+C'il'+2i?'(?Ä+2jE'ÄP+2iPP(?) = 1. 

Qttum aequationes (29.) et (30.) inter se congruere debeaut, habemus 

ergo coöCSdentes saperficierum confocaliam (21.) et (22.) conditionea expleni 

J J' J J' J d* ^ 

B _ Jff 

^ _ JP* 

d ~ ~j' 

Berol. Jau. 1842. 
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12. 

lieber die Normalen der Ellipse und des Ellipsoids. 

(Von Hrn. Dr. Joaehimsthdl bu Berlin.) 



1. 

Die Aufgabe, von einem beliebigen Pancte in der Ebene einer Ellipse 
Normalen an dieselbe zo ziehen, läfst keine Lösung darch den Kreis oad 
die gerade Linie zu, da sie von einer nicht reducirbaren Gleichung vier- 
ten Grades abhängt. Einige der Beziehungen zwischen den vier Norma- 
len, welche von einem Puncto aus im Allgemeinen an die Curve möglich 
sind, sind in dem Folgendem enthalten. 

Wir beweisen zuerst nachstehenden Hulfssatz: 
Sind durch einen Hyperbelpnnct b zwei Gerade den Asymptoten parallel 
und durch einen andern Hyperbelpunct a eine Transversale gezogen, 
welche die Hyperbel noch in c, jene Geraden in d und e schneidet, 

cd 

SO bleibt das Verh&ltnifs — unverändert, während die Transversale 

sich um a bewegt. (Taf. II. Fig. 4.) 
Schneiden ab und ad die Asymptoten in ^, ß\ /, y\ so ist bekanntlich 
y*c = ya, ß'b^=^ßa und man hat 

gi=^ oder erf=|^y'a-y'c = ^(y'«_y'« 
Ferner ist 

also 

cd = ^{Y'^-fe-ae) = ^ee oder — = ^. 

ß'a ^^ ' ' p'a ce ß*a 

Die rechte Seite der Gleichung hängt nur von den festen Puncten b und 
a ab, ist also unveränderlich, und hiermit ist der Satz erwiesen. Umge- 
kehrt hat man den Satz: 

Bewegt sich um den festen Punct a eine Transversale, welche zwei 
feste Gerade in d und e schneidet, und man bestimmt in jeder ihrer 

Lagen einen Punct c dergestalt auf ihr, dafs das Verhältiiifs — einen 

ce 

Constanten Werlh erhält, so ist der Ort vo:i c eine Hyperbel, welche 
durch a und den Durcbschnittspunct b der festen Geraden geht; ihre 
Asymptoten sind letzteren parallel. 
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Ist Dan h ein Pouct einer Ellipse (Flg. 5.) 9 »ind hu, hs die Tangente 
und die Normale an demselben, os, ot die Bicbtnngen der grofseu und der 
kleinen Axe 2A und 3 J9, und ou und hg auf der Tangente und der grofsen 
Axe senkrecht, so hat mau ^^ 



oder^ da hg.ov = B^ ist, 



und, ähnlich, 



also 



ov 

bg ou ^ 



hs 



ht 



ou 
ou 



b8 _ B* 

bt ~ A^ ^ 



Bewegt man daher um einen Punct / eine Transversale, deren Durch- 
schnitte mit den Haup^-Axen s und t sein mögen, und bestimmt auf ihr in jeder 

ihrer Lagen einen Punct b dergestalt, dafs tt = -»i *®t 9 ^^ ^"i^d die Trans- 
versale eine Normale der Ellipse, so oft h auf dem Umfange der Curve liegt. 
Nimmt man den vorhergehenden Satz zu Hülfe, so erhält man folgenden Satz: 
Die Puncte, nach welchen man von einem gegebenen Puncto / Nor« 
malen an eine Ellipse ziehen kann, liegen mit / und dem Mittelpuncte 
der Curve in einer gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten den 
Axen der Ellipse parallel sind. 
Analytisch folgt der Satz unmittelbar aus der Gleichung der Normale. 

2. 
Sind 2 Puncte a und b der Ellipse gegeben, so wird man zwei 
andere EUipsenpuncte a, ß finden können, deren Normalen mit denen von 
a und b sicli in einem Puncte treffen. In der That ist dazu nur erforder- 
lich, die Durchschnitte der Ellipse mit derjenigen gleichseitigen Hyperbel 
zu construiren, welche durch a, h und den Mittelpunct der Ellipse geht, 
und deren Asymptoten den Axen der Ellipse parallel sind; oder auch die 
zweite gemeinschaftliche Secaute beider Curven; die erste ist ab. Diese 
Aufgabe ist ein -specieller Fall der andern : „Wenn von zwei Kegelschnitten 
zwei Durchschnittspuncte und aufserdem von jedem irgend 3 Puncte gege- 
ben sind, ihre übrigen Durchschnittspuncte zu finden," für welche eine aus 
dem Paecahchen Satze sich ergebende Lösung bekannt ist. (Vergl. Steiner, 
9,geometri8che Coiistructionen " pag. 102.) Wendet man dieselbe auf den 
vorliegenden Fall an, so wurde die Construction etwa folgende sein: 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XXVI. H«ft 2. 23 
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Man bestimme den Ellipeeupnnct B (Fig. 6.), h diametral gegenfiber, ziebe 
von a eine Parallele mit einer Axe, weiche die Ellipse in h treffen mag; 
die Gerade Bk treffe jene Axe in e, so ist ein Punct der zweiten ge- 
meiaschaftlicbeu Secante ; einen zweiten Pnnct f derselben Linie erhält man, 
wenn dieselbe Operation in Bezug anf die andere Axe gemacht wird. Ist 
A der a diametral gegenflberliegende Ellipsenpnnct, so ist der Dnrchschnitt 
der beiden Perpendikel, welche man in e und f auf den Axen errichtet, der 
Pol der Sehne AB. Ist nämlich ee das eine dieser Perpendikel, welches 
BA in € schneidet, und sind a\ V die Schnittpnncle der Axen mit ABf 
so sind b' und «, A und B coujugirte harmonische Puncto; denn dieGrerade 
Ae (welche in der Figur nicht gezogen ist) bildet mit Be einen Winkel, 
der von ee und eV halbirt wird, ee ist daher die Polare von b\ und 
ebenso wärde das durch f gehende Perpendikel die Polare von af sein. 
Der Pol von AB ist demnach der Durchschnitt beider Lolbe; und analog 
ist der Pol von ef derjenige Punct, in welchem die beiden in af und V 
auf den Axen errichteten Lothe sich schneiden. 

3. 

Diese Betrachtungen geben unmittelbar folgende Sätze: (Fig. 7.) 

I. Es seien a und b zwei Ellipsenpuncte; der Mittelpunct der Curve 
sei o; c der Durchschnitt der Tangenten an a und b, oder der Pol von ab$ 
& liege c diametral gegenüber, so dafs oc^ = oc ist. Fället man von c' 
Perpendikel auf die Haupt- Axen, so wird die Gerade durch ihre Fufspuncte 
den Kegelschnitt in zwei solchen Puncten a, ß treffen, dafs die Normalen 
von a, b, o, ß in einem Puncto sich schneiden. 

II. Es schneide die Sehne ab die Axen in a\ b\ und es seien 
^'T> ^y ^^^ 'l^'^^" senkrecht, / der dem Puncto y diametral gegenäberlie- 
gende Punct. Legt man von y* Tangenten an die Ellipse, so werden die 
Berfihrungspuncte a, ß die Eigenschaft haben, dats die Normalen von 0, b, 
a, /3 in einem Puncto sich schneiden. 

Der Durchmesser, welcher aß parallel ist, ist demjenigen gleich^ 
anf dessen Verlängerung c und c^ liegen ; denn sie schliefsen gleiche Win» 
kel mit den Axen ein. Liegt ß' dem Puncto ß diametral gegendber, so 
ist die Richtung aß' der Richtung aß conjugirt, und wenn man erwfigf^ 
dafs der zuletzt erwähnte Durchmesser der Sehne ab conjugirt ist, so folgt 
ans dem Vorhergehenden, dafs die Sehnen ab und aß' gleiche Winkel mit 
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den Axen bilden. Nach eiDem bekannteo Satze liegen aber dann die vier 
Punete in einem Kreise; also hat man Folgendes: 

fll. Sind a, b, Oj ß vier Ellipsenponcte, an welche man von einem 
Punete / ans Normalen ziehen kanni so liegen je drei von ihnen, z.B. a, 
i^^ a mit dem Ellipsenpnncte ß\ der ß diametral gegenüber liegt, in ei- 
nem Kreise. 

Labt man in (L) a und b zusammen fallen, ao erhalt man folgenden 
«peciellen Satz: 

IV. Ks seien a und o' diametral gegenfiberllegende BUipsenpuncte. 
Fallet man von a' Perpendikel auf die Haapt-Axen, so wird die Gerade durch 
ihre Fulspuncte den Kegelschnitt in zwei Pancten a und ß treffen, deren 
Normalen durch den zu c gehörigen Krflmmungsmittelpunct gehen. (Fig.&) 

Ferner erhält man folgende Construction für die allgemeinste Auf- 
gabe, auf welche noch der Kreis angewendet werden kann: 

V. Es sei Ib eine Normale eines Kegelschuittes am Punete b des- 
selben : man will von / noch alle flbrigen möglichen Normalen an den Ke- 
gelschnitt ziehen. Zu diesem Ende errichte man Perpendikel auf die Axen, 
wo diese von der Normale Ib geschnitten werden; ihr Durchschnitt sei p; 
n und ß seien die den Puncten p und b diametral gegenüberliegenden Punete, 
und u die Mitte zwischen n und U Ein Kreis, dessen Mittelpunct u ist, 
und welcher durch ß geht, wird die Ellipse in noch 8 Poncten schneiden, 
deren Normalen in / sich treffen. (Fig. 9.) 

4. 

Wie viele reelle Normalen von irgend einem Punete aus an die 
Ellipse gezogen werden können, oder, was dasselbe ist, wie viele von 
den Durchschnitten der obigen Hyperbel mit der Ellipse reell bleiben, bat 
Leffendre analytisch auf höchst elegante Weise angegeben (^raitd des 
FoncL ellipL T. L p. 348). Doch mufs schon ApoUonius im fünften 
Buche seiner Kegelschnitte ähnliche Untersuchungen angestellt haben, wie 
ans der Inhalts -Angabe zu ersehen, die Chaslee in seiner Geschichte der 
neuern Geometrie von diesem Werke giebt. Vermittels der Sätze II. und 
IV. läfst sich die Frage sehr anschaulich erledigen, indem man den Weg 
verfolgt, den der Durchschnittspunct einer beweglichen Normale mit einer 
festen auf dieser nimmt. Es bedarf dazu folgender einfacher HOlfsbetracbtung. 

Ist eine Curve C von einer Geraden G umhüllt, die sich stetig und 
in demselben Drehuiigssinne bewegt hatte^ so wird der Durchschnitt D die- 

23« 
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ser beweglichen Taogente G mit einer festen Geraden G^ auf dieser eon- 
(inuirlicb fortrücken; mit der einzigen Aosnabme (welche in der nenern 
Geometrie kanm mehr als solche gilt), dafs G der Geraden G^ parallel 
geworden ist. D geht in diesem Falle von der einen Seite durch den un- 
endlich entfernten Punct nach der andern Seite von G\ Es Ist aber nicht 
nötbigi dafs die Richtung von D beständig dieselbe sei. Denn wird die 
Curve C von G' in P geschnitten, so wird D nach P gelangen, und dann 
einen Theil der durchlaufenen Strecke zurückwandern. Nur wenn C von 
G' berührt wird, bleibt aocb die Stetigkeit der Richtung; was nicht als 
Ausnahme zo betrachten ist; denn G* ist durch zwei unendlich nahe Puncto 
gegangen, und D hat dadurch eine zweimalige Aenderung seiner Richtung 
erfahren. Umgekehrt: findet eine Richtungsäuderung für D statt, so kann 
dies nur in einem Puncto von C selbst sein. Für die Curve C sind nach 
den oben angegebenen Bedingungen auch Spitzen erster Art nicht ausge- 
schlossen, wo die beiden Zweige der Curve eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, welche zwischen ihnen liegt. Die Evolute der Ellipse ist 
nach Art der Curve C entstanden. Will man also den Weg verfolgen^ 
den der Durchschnitt einer beweglichen Normale mit einer festen am Puncto 
a durchläuft, so ist zu untersuchen, ob und wo diese letztere die Evolute 
schneide, oder welche Krommungsmittelpuncte, aufser dem zuA selbst ge- 
hörigen, auf ihr liegen. Soll dies stattfinden, so muGs der Punct, welchen 
wir in Satz II. durch y bezeichnet haben, in die Peripherie der Ellipse 
fallen. Dies ist, wie eine einfache Betrachtung lehrt, unmöglich, so lange 
b in demselben Ellipsenquadranten liegt wie a, oder in den beiden nebenan 
liegenden (Fig. 8.)* Entfernt sich b von dem Axen-Endpuncte o nach u 
hin^ so mufs es eine Lage p von b geben, für welche y in die Peripherie 
der Ellipse nach /n fallt. In der That tritt y in die Ellipse hinein, und 
kommt sogar nach dem Mittelpunct der Ellipse, wenn b nach a^ a diametral 
gegenüber, gekommen ist. Zwischen a' und u giebt es wieder eine Lage 
q, für welche jener Punct y in die Peripherie nach l fallt; von da tritt er 
wieder aus der Ellipse heraus. Man überzeugt sich leicht, dafs dies zwi- 
schen p und g nicht schon geschehen sein kann. Liegen die Puncto m 
und / den Puncten fi und l diametral gegenüber, so befinden sich die zu 
ihnen gehörigen Krfimmungsmittelpuncte auf der Normale von a; wir wollen 
sie mit M und L bezeichnen und den zu a gehörigen Krümmnngsmittelpuncl 
mit A. Construiren wir nach (IV.) auberdem die Puncto a und /}, deren 



£8. Joaehimsthalß über die Normalen der EUipse und des EUipsoidee. 177 

NoFmalen dorch^ gebeu, so könneo wir deutlich Obersehen, welche Lage 
der Darchschnitt D jener Normalen am beweglichen Puncto b mit der festen 
Normale in a bat. Bewegt sich nenilich 
h von a nach /, so bewegt sich jD von A nach L, 

- - - ' - - /?, Z. - - J, 

---/?-- ;^, ^..Jif, 

p durch af nach q, ^ -üf durch d. uneudl. entf. P. nach Lj 

- - - y nach a, ----. — --L nach A, 
---«-- m, - ---.-.---il-.-. üf , 
---»•--a, - ---- — -Jtf — A. 

Der Puuct /9 kann nicht zwischen a und / liegen, denn sonst fände zwi- 
schen a und ß noch eine Richtungs- Aeuderung für D statt, oder es läge 
zwischen a und ß ein neuer Punct, dessen Krömmungscentrum auf der Nor- 
male im Puncto a sich befände; was unmöglich ist. Es ergiebt sich auch, 
dafs A zwischen L und M. liegen mufs. Fassen wir das Obige zusammen, 
so sehen wir, dafs die Normale am Puncto a in L, A und Bi von zwei 
andern Normalen, sonst aber zwischen L und M von drei, und auf der 
aufserhalb LAld liegenden Strecke nur von einer andern Normale getroffen 
wird. Da die Evolute eine geschlossene Curve ist, so liegt also das 
Stuck LAia innerhalb derselben. Erwftgt man noch aufserdem, dafs von 
irgend einem beliebigen Puncto immer doch zwei Normalen möglich sein 
mössen, (da es nothwendigerweise eine kürzeste und eine laiigste Entfer- 
nung des Punctes von der Ellipse giebt, welche bekanntlich immer senk- 
recht auf der Curve stehen j, so kann mau das vorhin erhaltene Resultat 
wie folgt aussprechen: 

„Liegt ein Punct innerhalb der Evolute, so gehen durch ihn vier Normalen 
„der Ellipse: liegt er auf der Evolute selbst, drei: liegt er aufserhalb, zwei.'' 
Dies ist das von Legendre gegebene Resultat. 

6. 
Einige metrische Relationen haben vielleicht noch Interesse, weil sie 
eine Ausdehnung des bekannten Ausdrucks fflr den Krilmmungsradius sind. 
Es seien n, nf die Stucke zweier Normalen einer Ellipse, von den 
Pnncten a, b der Curve bis zu ihrem Durchschnitte /; p, p' seien die Ab^ 
stände der Tangenten an a und b vom Miltelpuncte und 1ä der Durch- 
messer, welcher der Sehne ah parallel ist, so bat man 

pn\p'n' = 2d\ 
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Denn bezeichDet man ea ond cb (Fig. 5.) mit t, t', co mit z, do mit x, 
ad=idb mit y, ao würde man, wenn el gezogen wärde, 

, ab 2y 

cl = — : r = » i 

haben, und demnach, znfolge des Ptolemäiscben Lehrsatzes: 

* sioaco 

Dröckt man das Dreieck acb anf zwei verschiedene Arten ans, so erhalt aum 

tf einacb = 2y(z — x)Binadc. 

Dadurch verwandelt sich die vorhergehende Gleichung in 

^ I »^ 2y 

I ' t' Binade{z — x) * 

Es ist aber 

<;i = z.ymnadc, fp^ = ;v.y sinnige; 

snbstitoirt man diese Werthe von / und f, so erhalt man 



Z — X 



Nach bekannten Sitzen ist aber = -r- , also 

L&fst man a und b zusammenfallen, so wird n der Rrflmmungsradius, und 
n'^n^ P — p', also - _ f[^. 

p 

wo il den Halbmesser bedeutet, welcher der Tangente an a parallel ist 
Da die Sehnen mb ond aß Durchmessern parallel sind, welche die CrdÜM 

zweier zusammengehöriger conjogirter Durchmesser haben, so erhalt bmui 

folgenden Satz: 

„Schneiden sich die Normalen der vier Puncto a^ b, a^ ß einer Ellipse 
„im Puncte 1, und bezeichnet man die Abstände der Tangenten an 
„diesen Puncten vom Mittelpuncte durch p^ p\ p'\ p^*\ die Norauil-* 
„laugen /n^ Iby la^ Iß durch n, n', n'% n"', so ist 

v+*y+*V+*'V = 2(^*+ir), 

„wo ^ und B die Halb-Axen der Corvo bedeuten. 
Alle diese Satze gelten &st gleichmafaig filr die Hyperbel; för die 
Parabel sind wesentliche Aendernngen nötbig. 

Die Behandlung der Normalen anf dem EUipooide ist weniger ein* 
Tach, weil sich die Nonuden m zwei beliebigen Pnncten funi § im All» 
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gemelneo nicht schneiden, Soll dies stattfinden, so mnfs der Dorchschnitt 
der Tangential -Ebenen von fund g mit der Sehne fg im Ranme rechte 
Winkel bilden; was die einfachste stereometrische Betrachtung lehrt; oder 
mit andern Worten: 

Soll eine Gerade eine Flache zweiten Grades in zwei solchen Pono- 
teu schneiden 9 dafs deren Normalen im Ranme sich treffisn, so ist er- 
forderlich und geuSgendi dafs ste mit ihrer Polare im Ranme rechte 
Winkel büde. 
Dieser höchst einfache Satz erlaubt eine Menge Folgerungen, wenn man 
die Eigenschaften polarer Graden als bekannt voraussetzt Da z. B. zwei 
polare Grade zweien conjugirten Durchmessern parallel sind, und wenn 
die eine die Fliehe berührt, die andre es ebenfalls thut, so ergiebt sich 
zuerst der fdr alle krumme Fliehen geltende Satz, dals, wenn man von 
einem Puncto der Fliehe a ausgeht, man nur in zwei Richtungen einen 
unendlich nahen Punct h findet, so dafs die Normalen von a und b sich 
treffen, und dab diese Richtungen zu einander senkrecht sind. Für Fliehen 
zweiten Grades insbesondere folgt, dafs diese beiden Richtungen (die 
sogenannten Haupttangenten) den Haupt- Axen des Durchmeeserschnitts 
parallel sind, welcher parallel mit der Tangential- Ebene vom Puncto tf 
gelegt ist Dieser Satz ist von Du/rin. Verfolgt man eine jener beiden 
Richtungen, so erhilt mau bekanntlich die Krflmmungslinien. 

In jedem Puncto eines Ellipsoldes lassen sich nun vier Tangenten 
hervorheben: a und b die Haupttangenten und c und d die Kreisschnitts^ 
tangenteo, in deren Richtung (und aufserdem senkrecht auf die Ebene der 
gröfsten und kleiusten Axe der Flache) man schneiden mufs, um die bei- 
den Kreise zu erhalten, welche durch den gegebenen Punct gehen. 

Zieht man zwei Durchmesser & und d^ mit den Rreistangenten c 
und d parallel, so werden diese untereinander und der mittleren Axe gleich 
sein ; denn sie liegen in den beiden Kreisen, welche durch die mittlere Axe 
gehen. Sind die Durchmesser a^ und b^ mit den Haupttangenten parallel, 
80 liegen af, b', c^ und d' in einer Durchmesser- Ebene, und af, V sind die 
Haupt -^Axen der in ihr liegenden Ellipse; folglich müssen die gleichen 
Durchmesser &^ d' mit ihnen gleiche Winkel einschlietsen, oder, auf die 
Tangenten tibertragen: 

„Die Haupttangenten sind die Halbirangslinien der Winkel, welche die 
„Kreistangenten bilden«*" 



180 "• Joaehimsthal, iifter die Normalen der Elüpee und des EUipeUiidei 



Ich hielt diesen Satz für neu, fand aber später, dafs Chasles in einem Bande 
der von Quetelet heransgegebenen Correspondence mathimatique ohne Be« 
weis ihn milgetheilt hat. Mit Hälfe desselben kann man einen andern Satz 
von Krömmuugslinieu beweisen, den ich in einer froheren Abhandlung auf- 
gestellt und analytisch verificirt habe» 

Man denke sich auGsier dem Eilipsold irgendwo eine Kugel, so kann 
man bekanntlich jeder Ebene einen gröfsten Kreis und jeder uiibegränzten 
Geraden zwei Puncto der Kugel eulsprecheu lassen, indem man parallele 
Gebilde durch den Mittelpunct der Kugel legt Bewegt sich eine Tau- 
gential-Ebene eines Ellipsoides längs einer Krömmungslinie, so bildet sie eine 
abwickelbare Oberfläche, deren Kanten diejenigen Haupttangenten der Fläche 
sind, welche auf jener Krummungslinie senkrecht stehen. Das entsprechende 
Gebilde auf der Kugel wird eine geschlossene Curve C sein, deren sphä- 
rische Taugenten jenen Tangential- Ebenen des EUipsoIdes, deren einzelne 
Puncto den Kauten der abwickelbaren Oberfläche, oder, wie schon erwähnt, 
einem Systeme von Haupt tangenten, entsprechen. Sämmtlichen Kreisschnitt- 
tangenten werden Puncto entsprechen, die in den beiden gröfsten Kreisen 
Kf K' liegen, deren Ebenen den Richtungen der Kreisschnitte parallel sind. 
Tragen wir den vorhergehenden Lehrsatz auf die Curve C über, so sehen 
wir, sie hat die Eigenschaft, dafs, wenn man in einem ihrer Puncto o die 
sphärische Tangente zieht, welche zwei feste Kreise K, K' m k und k* 
schneidet, die beiden Bogen ko und k'o gleich sind. Die Curve C ist 
demnach ein sphärischer Kegelschnitt, dessen Asymptoten die Kreise K 
und K sind. (Vergl Sf einer „Ober die Verwandlung sphärischer Figuren,*" 
gegenwärtiges Journ. Bd. 2. pag. 69.) Es bleibt also auch das sphärische 
Dreieck zwischen K, K' und einer beliebigen Tangente von C von con- 
slantem Inhalte, und da dieses von der Summe der Winkel abhängt, deren 
einer zwischen K und K' constant ist, so mufs es auch die Summe der 
beiden andern sein. Ueberträgt man dies auf das EUipsoid, und erwägt, dafs, 
wenn man statt des einen Winkels den Nebenwinkel nimmt, für die Summe 
die Difi*erenz gesetz werden mufs, so erhält man folgenden Satz: 

,,Wenn sich eine Tangential -Ebene eines Ellipsoides so bewegt, dafs 
„der Berflhrungspunct eine Krummungslinie beschreibt, so bleibt die 
„Summe oder Dlfiereuz der Winkel, welche sie mit den Richtungen 
„der Kreisschnitte bildet, unveräuBert." 
Berlin im Juni 1843. 



/9. Fasbenderß vmn Vkink im Kreise. 181 



.-.»•. 



13. 

Ein Vieleck mit gegebenen Seiten ist am gröfsten, 
wenn seine Ecken in einem Kreise liegen. 

(Von Hrn. Dr. Fachender zu berlobn.) 



Diewr Säte, welcher im Sten Hefte des 25teo Bandes No. VA. fOr Fünf- 
ecke dargetban worden ist, lafst sich für Vielecke Oberhaupt wie folgt be- 
weisen: 

Sind die 4 Seiten a, h, if nnd d eines Vierecks ABCD (TaH L 
Fig. 2.) g^eben, so ist dessen Inhalt eine Function nur eines seiner 
Winkel €p. Mit diesem ist der gegenüberliegende Winkel x dnrch die 
OlmAong 
-• t. 0^+*'— 2iiftcos9) = c'4-rf^— 2i:rfcos/ 

Verbunden. Als Ausdruck das Inhalts hat man 

und hieraus die Bedingung für dessen Maximum oder Minimum: 

,:., ,^abQOH(pd(p'\-\cdcoBxdx = Oy 

oder 

ahcMfpd^ = —cdcosxdx* 

Durch Verbindung dieser Gleichung mit der Differentialgleichung von (1.) 

2. ah8\nq)dq> = cdnmxdx 

ergiebt sich 

tangy = — tang/. 

Da jeder Winkel eines Vierecks grölser als ist, auch zwei Winkel eines 
Vierecks zusammen stets weniger als 2n betragen, so sind fiir den Winkel 
X der Werth — €p und alle kleineren, so wie der Werth 2n — ^ und alle 
gröfseren, ausgeschlossen. Man hat also 

X = n — q>, 

welche Gleichung das Viereck als ein in den Kreis beschriebenes be- 
zeichnet. 

Crelle*s JoarMl L d. M . Bd. XXYI. Heft 2. 24 
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Der Aasdruck des Inhalts bat zum zweiten Differential -Coefficienten 
n^b (p: 

Dieser verwaad^lt sich durch flOlfe der . Gleichung (8.) und deren Differen- 
tialgleichung 

in 

gftcrf8in*y»co9(y4"3f) — g*ft*sip*y . 

Ucdsin^X ' 

er ist also, da cos(9)-f ;() = — 1 ist, negativ, und es findet ein Maximum statt 
Hieriilis folgt der Sats (ur Vielecke flberhaopt. Ist da« Videdlt 
ABCDEF^....XTaf.l. Vig;^0 «in Maximum, so iMtesen zunächst die 
vier Ecken A, B, C und D in einem Kreise liegen ; im entgegengesetzten 
Falle liefse sich ein Viereck AB'C'D zeichnen, (Ißssen; Inhalt gröfcier wäre 
als ABCD, und das Vieleck AB'CDEff.,.. wäre gr&ber al^ABCDBF,... 
Aus demselben Grande liegen idie 4 Ecken JBIr C, D und ^ in einem Kreise; 
dieser ist derselbe, wie der vorige, da beide durch die drei Puncto J9y C 
und D gehen. Ebenso liegen die vier Pancte C» D^ E und F in eineöi 
Kreise, und zwar in demselbj^n» ip welchem die vier Puficte» iB, C^\D und 
E liegen. Auf diese VTeise ergiebt sich, da(s auch alle übrigen Ecken 
des Vielecks auf diesem Kreise liegen. 

Die Reihenfolge der Seiten des Vieleck« ist beliebig. Man kann 

dasselbe aus dem Mittelpuncte deä ümsehrieböuen Kreises durch die Radien 

der Ecken in gleichschenklige Dreiecke zerschneiden und diese an ihiieti 

Spitzen in beliebiger Ordnung wieder zusammen legen. 

laerlohn im April 1843. 
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14. ^ 

Durch vier gegebene Punete eine Pardbel zu ziehet« 

(Von Hrn. Prof. Umpfenbach zu Gieben.), 



Lra mir die folgende Auflösaog der vorstehenijen Aufgabe noch nicht vpr- 
gekommen ist, so führe ich dieselbe hier an. 

Die allgemeine Gleichung aller Kegelschnitte ist bekanntlich von der 
Gestalt 

Wählen wir die Axen so, dafs die eine derselben dnrch zwei, die^l^ere 
durch die zwei andere der gegebenen Punete geht. Es seien demnacji die 
Coordinaten dieser vier Punete y% 0; y^\ 0; 0, x'i 0, ar", so ergeben 
sich durch die snccessive Substitution dieser Werthe an die Stelle von x 
und y in die vorige Gleichung die vier Gleichungen 

Aus der Yerbindung der beiden ersten Gleichungen ergiebt sich leicht 

y = — (y'-fy^Oj ^= yV* Setzen wir diesen Werth in die letz^ 

ten Gleichungen, so folgt ß = ^^> d'= — -^ ^' }j ^^ ' . Da nun die 

obige Gleichung einer Parabel angehören soll, so ist a^ = 4/9; daher W 

itcsa +2y(^^). Damit dieser Werth reell sei, mflssen y% y", a?', cc'' 

paarweise dasselbe Zeichen haben. Wir finden zwei Werthe, weil man 
durch die vier gegebenen Punete zwei Parabeln fuhren kann. 

Betrachten wir wieder die urspröngliche Gleichung. Der Durch- 
messer der Curve, welcher die Sehnen parallel mit der Axe Y halbirt, 
hat zur Gleichung >" = — l(aa?-f y); der Coeflficient dieser Gleichung ist 

Der Durchmesser der Curve, welcher die Sehnen parallel mit der 
Axe X halbirt, hat zur Gleichung a?== — ^^^J , oder, was dasselbe ist, 

y = ^ .X ; der Coefficient dieser Gleichung ist 
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Diese beiden-tlurehmesser sind also mit einander parallel ; wie es auch sein 
maÄ, ivtSi jeder D^chmessd' einer Parabel mit deren Axe parallel ist. 

Es sei niin m = — \y^r^i) > •w' = -f V v^~r^)' Constrairen wir die 
geradou Linieti, deren Gleichungen y = mx nnd y=imfx sind, welches 
leieht geometrisch vollzögen werden kann, so haben wir zwei gerade Li- 
nien , welche den Axen dieser beiden Parabeln parallel sind. In Beziehung 
auf dj$li' Ursprang nnd die gerade Linie, deren Gleichung y=tnx ist, 
fuhren wir die senkrechten Coordinaten 6, a; b\ af*^ b"y tf^'; V'\ a!^' der 
jJ^ebenen Puncte ; es seien die Coordinaten des Scheitels der Pariibel 
loti und 1p deren Parameter, so ergeben sich zwischen den drei zu 
bestid^lienden Gröfsen 1p^ v und u die vier Gleichungen 

{b — vf = 2/?(a — ti); (*' — »)' = 2p{a' — u)i 
(b'^—vy = 2p(a''—u)i (*'"— r)^ = 2/i(a'"— ti). 
Als den drei ersten dieser Gleichungen ergeben sich die drei gesuchten 
Werthe; die vierte Gleichung dient weiter zur Bewährung der gefunde- 
nen Resultate. 

Dieselbe Coustruction machen wir in Beziehung der andern geraden 
Lifiie, deren Gleichung y = m^x ist, um die andere Parabel zu bestimmen. 

Rein geometrisch kann man verfahren, nachdem die zwei geraden 
Linien bestimmt sind, parallel mit den Axen der beiden Parabeln, indem man 
zwei der gegebenen Puncto vereinigt und durch die Mitte dieser Sehne 
mit einer Axe eine Parallele fiihrt, welche dann der zu dieser Sehne gehO-* 
rige Durchmesser siein wird. Die Aufgabe ist dann auf folgende ein&chwe 
zurückgebracht Man kennt einen Durchmesser einer Parabel, zW^PuBCte 
derselben und die BLichtungen der zugehörigen Coordinateq: es ist die Pa» 
rabel zu zeichnen. 
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15. 

lieber einige Aufgaben^ welche auf partielle DiflTe- 

rentialgleicbungen fahren. 

(Voo Ilra. Dr. E. Heine zu Beriiu.) 



Uie Aufgabe, den Zustand des Gleichgewichtes derWirme io eioem Bl^ 
lipsold, welches an der Oberflache io einer willkürlich gegebenen, von der 
Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird, für einen beliebigen Puuct 
desselben anzugeben, ist bekanntlich von Lam^ auf eine hiVchst scharfsin« 
uige Art gelöset worden, und dadurch ein bedeutender Fortschritt, nicht 
allein in der Theorie der Wärme, sondern auch in der der Anziehung ge- 
macht^. Stellt man sich nämlich den unendlichen Raum mit Masse erfilllt 
vor, und daraus ein Bllipsoid geschnitten, so besteht die von Lame' be- 
handelte Aufgabe in nichts Anderem, als; das Potential des unendlichen 
Körpers, oder seiner mit Masse belegten Oberfläche, för alle Puncto des 
innern hohlen Raumes anzugeben, wenn es für die der Oberfläche bekannt 
ist. Dieser Aufgabe, in ihrer doppelten Gestalt, entspricht ei» zweifacher 
Ausspruch einer andern, die wir im Gegensatz zu der eben angeführten des 
hmem Puncles, die des äufsern Punctes nennen wollen, nemlich: man 
soll, wenn das Potential eines mit Masse erfüllten BIlipsoides, oder seiner 
mit Masse belegten Oberfläche, für alle Puncto dieser Oberfläche gegeben 
ist, dasselbe für einen beliebigen äufsern Punct angeben. Aufserdem ge* 
hört hierher noch eine dritte Aufgabe Ober ein durch zwei BIlipsoiden mit 
gleichen Brennpuncten gebildetes Körpersluck. 

Die erste der beiden oben erwähnten iLmn^schen Abhandlungen 
scheint einer Erweiterung, in der Art, dafs sie sämmtliche drei Aufgaben 
unifafst, nicht fähig zu sein, während die zweite, welche die Rotation^)- 
BIlipsoiden behandelt, eine solche Verallgemeinerung gestattet. Dadurch näm- 
lich, dab bei den Körpern dieser Art die Entwicklungen einb einfachere 
Gestalt annehmen, als in dem allgemeineren Falle, wird es möglich, zwei 
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versclnedeiie, d. h. nicht in cons(an<eni Verliältiiifs zu einander stehende 
Auflösungen der Differenlialgleicbung ersten Grades zweiter Orduang zu 
linden, welche angiebt, wie ein gewisser Radiusvector als veränderliche 
Gröfse in den zu untersnchenden Warmezustand, oder in den Ausdroek des 
Potentials eingeht. Bei der ersten Aufgabe ist das eine auch von Lasne 
angewandte parliculäre Integral zu benutzen, bei der zweiten das andere; 
bei der dritten sinti sie beide gehörig zu verbinden. Einfacher werden 
aber die Entwicklungen bei der Frage über die Rotations-Ellipsoiden, als bei 
der allgemeinen, indem man damit ausreicht, wenn man statt des EllipsoideA 
und der zwei Hyperboloiden, welche mit dem gegebeneu gleiche Brennpuncte 
haben, deren Durchschnitt bei dieser jeden Punct bestimmt, bei jener mit 
einem Rotations- Ellipsoid, einem Rotationshyperboloid und einem der Länge 
entsprechenden Winkel ausreicht; die beiden Umdrehungskörper sind hin- 
sichtlich ihrer grofsen Achsen veränderlich, ihre Brennpuncte aber fallen 
mit denen des gegebenen Ellipsoides zusammen. Noch einfacher gestaltet 
sich Alles, wenn man ein Rotations« Eliipsoid mit denselben Brennpuncten, 
welche das gegebene hat, aber veränderlicher grofser Achse, und zwei 
veränderliche Winkel einfuhrt, von denen der eine der Länge auf der Erde, 
der andere der Breite entspricht. Dadurch dafs mau jeden Punct vermittelst 
dieser Polarcoordinaten festlegt, gelingt es, indem man die bekannten, aoch 
von Lame gebrauchten Sätze unmiltelhar anwenden kann, die drei Auf- 
gaben für abgeplattete und verlängerte Rotations -Ellipsoiden zugleich durch 
Betrachtungen zu lösen, die fast die Einfachheit der bei denselben Unter- 
suchungen für die Kugel angewandten erreichen. Die Entwicklung der hier 
angedeuteten Methode findet sich im Folgenden. Von den drei zu lösenden 
Aufgaben habe ich die erste und die dritte als der Wärmetheorie angebörig 
behandelt, da sie, so aufgefafst, ein gröfseres Interesse darbieten, als wenn 
man auch sie, wie es bei der zweiten geschehen ist, auf d^^s Gebiet der Theo* 
rie der Anziehung überträgt. 

S. 1. 

Indem wir uns zu der Behandlung der Aufgaben wenden, bemerken 
wir, dafs die drei Fälle bis zu einem gewissen Puncte dieselben Formeln 
liefern; weshalb wir sie bis dahin gemeinsam fuhren könnten; jedoch i9t es 
wegen der Kürze und Bestimmtheit im Ausdruck vorzuziehen, die dritte 
Aufgabe noch unberücksichtigt zu lassen. In §. 3., wo dieselbe aufgelöst 
wird, läfst sich das dazu Nöthige leicht nachholen. Man sieht leicht, da& 
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die TrennuDg erst da aolhwcndig sein wird, wo die Bedingungeu für die 
Oberfläche in Betracht konioien. Solche Bedingungen sind eben das Cha« 
racteristfscfae für die Yerscbiedeneu Körper, indem immer, wenn nacli dem 
Gleichgewicht der Temperatur oder nach dem Potential gefragt wird, die 
Integration derselben Differentialgleichung 

gefordert wird. Ist die Gleichung gehörig integrirt, so giebt die abhängige 
Veränderliche u für den Puuct, dessen Coordinaten x, y, z sind, den ver- 
langten Wärmezustand oder das Potential an. Die Bedingung, so wie sie 
gegeben i^t, erscheint in so complicirter Gestalt, dafs sie sich nach dem 
jetzigen Standpunct der Analysis nicht unmittelbar mit der Differential« 
gleicbung verbinden läfst; denn es wird verlaugt, dafs ein Werth u ge« 
funden werde, der nicht nur, in (1.) gesetzt, die linke Seite gleich macht, 
sondern auch, wenn x, y, z durch die Gleichung 

rl ' rj — 6» 

verbunden sind, in eine willkürlich gegebene Function von x^ y, z über- 
geht. In (2.) bezeichnet nämh'ch Tq die Gröfse jeder der beiden gleichen 
Achsen des gegebenen Eliipsoides, e seine Excentricität, sie mag reell oder 
imaginär sein, d. h. das Ellipsoid sei ein (an den Polen) abifeplaUeles, 
oder ein verlängertes. 

Wie schon in der Einleitung angedeutet, stellen wir uns, und zwar 
um die eben ausge^prochene Bedingung vereinfachen zu können, den gan- 
zen Raum mit Ellipsoiden erfüllt vor, die mit dem gegebenen gleiche Brenn- 
puncto haben. Bezeichnet man die Hälfte der Länge der einen von den 
beiden gleichen Achsen irgend eines von ihnen mit r, so ist die Gleichung 
der Oberfläche desselben: 

Für den gegebenen Körper ist r=^r^ zu setzen. Offenbar lafst !$ich die 
Gleichung (8/^j durch folgende drei andern ersetzen: 

3. ar= rsinöcosy, y = rsinösiny, z=^^f'^r^ — ^cosö, 

wo bei der ersten Aufgabe r filr ein reelles e zwischen e und To liegt, für 
ein imaginäres zwischen und To; bei der zweiten zwi.scheu r,> und oc. 
zwischen und n\ (p zwischen und 'in. In allen Fällen reicht man 

23 «^ 
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ao8, wenn mau r positive Weribe giebt Die Aufgabe besteht nun darioi 
die Gleichung (!•), in welcher x^ y, z durch (3.) yerbunden aisd, so zo 
integriren, dafs ti (ur r=rro in eine gegebene endliche Function von tf und 
9> fibergeht, z. B. in f(ß^q>)* Eliminirt man au« (I.) durch (3.) die Werthe 
X, y, z auf die gewöhnliche Art, so hat man ala zu integrirende Diffe- 
rentialgleichung : 

A ^^^ f^ ^N , ÖM (2r»-e») , 1 fx°^öö/ , 1 B^u e^ d^u ^ 

und als Bedingung; u=:^f(fiyip) für r^^r^. 

Wird e = 0, ao gehen r, 0^ ^ in die gewöhnlichen Coordinateo 
für die Kugel über) es verschwindet der in e mukiplicirte Theil aus (4.) 
und man erbalt 

d. h. die Differentialgleichung, welche bei der Kugel (4.) ent9pricht. lieber- 
haupt werden auch die folgenden Formeln sich leicht auf eine endliche Ge- 
stalt bringen lassen, wenn 0s=O ist. 

$. 2. 

Die Herleituug der Formel (!•)> so wie die von (4.), setzt vorauS| 
dafs sowohl u, als auch die ersten beiden Differeutialquotieuten von u, für 
die hierher gehörigen Werihe von x, y, z oder r, 0^ q>j conliuuirlich blei- 
ben. Es läfst sich also nach bekannten Sätzen u, lUKüfern es eine Func- 
tion der beiden Veränderlichen und q) ist, in eine Reihe von der Form 

wssao 

11= S ^„ entwickeln, wo JT» eine rationale ganze Function nlen Grades 

nssü 

von cosOj siutf cos9> und sin 9 sin ^ bedeutet, die die Differentialgleichung 
5. -T-^ • 3-71 h ' i/f« n "1'' 4'^(^'M)-^^ =" 

8111 ö 00 ' 8l0'a cy* • VI/« 

♦ 

erfüllt ^). Dafs eine solche Entwicklung nur auf eine Art geschehen kann, ist 
gleichfalls bewiesen. Man kann sogar die einzelnen X^ in eine Summe von 
Producten zerlegen, von denen jedes aus drei Factoreu besteht, nämlich erst'- 



^) Der gamca Beweis für die Möglichkeit einer solchen Entwicklung findet sieh 
in gegenw. Journal f. d. Math. Bd. X VIL , in : Lejeut^ DiricUei ^ „ sur les series dout 
le Icrme gen&ral dopend de denx aiigles etc." 
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lieh eiuem Sidos oder Cosioas eiues Vieiracijeii des U iokeb y (dafn dieses 
Vielfache das itfaehe nicht flbersieigeii wird, ist klar^ iodem X^ ualöriicb 
auch eiue ratiouale ganze Function nten Grades von sin 9) und cos9> ist); 
zweitens einer rationalen ganzen Function von sind und conO, und endlich 
einer Conslanten, d. h. einem von und (p unabhängigen Werth. In unse« 
rem Falle wird diese Constante einen Parameter, r nämlich, enthalten, also 
nicht absolut unveränderlich sein, indem wir u als Function von und (p 
entwickelt haben, dieses« aber, wie man schon voraussieht, im Allgemeinen 
mit r veränderlich sein wird. Es ist demnach die allgemeine Form von X^*^^ 



•fissn 



6. -X, = 2 (i*»,m(^»,mCosmy-f-A,,„«n«y)), 



91=0 



wo ff„^^ und A«,M die beschriebenen Conslanten bezeichnen, P.,m aber die 
Function von sintf und cosO vorstellt« Letztere läfst sich in folgender 
geschlossenen Reihe darstellen: 

6.* P.„ = »iii"g(cos"-"(?- ^ ~2"|2;~T~'^ c«>8 'e 

1 (» — m)f» — m— t)(t> — m— 2)(m — OT— 3) ^^„,-»-4/1 \ax 

-T 2.4.(2»-I)C2»-3) ^^'^ ^^ "-r^ 



7»S=» 



Setzt man zunächst ti s= 2 X„\u (4.) und ferner für das Differential 



n-^} 



7. 2 



der Summe der JT« die Summe der Differentiale dieser Function, so hat man: 

Die Summe des dritten und vierten Gliedes in dem uuter dem 2 befind- 
lichen Ausdruck ist nach (5.) gleich — ii(ii-{-i)J^^ zu setzen. Macht man 
ihn dann für den Augenblick =:^ y„, so wird Y^ zur Classe der X^ ge- 
hören, d. b. in (5.) fdr X^ gesetzt, die linke Seite gleich Null machen 

In derThat gehören sowohl — M(nJ-i)X, als ^, ^" und ^4^ zur 

Classe der J^« Die Behauptung wegen der Differentiale von X„ wird so-* 
gleich gerechtfertigt, wenn man (5.) einmal nach r oder respc zweimal nach r^ 
oder endlich zweimal nach (p differentiirt. Erwägt mau. dais (r-— O und 

j-, unabhängig von und (p sind, so ist sogleich klar, dafs 

wirklich ¥„ zur Ciasee der X^ gehört. 



^) Laplace , Mecaoiqoe Celeste. Tome II. page 42. 
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Soll iiuu 2 F„==0 sein, so kann dieses wegen der so eben eut- 

11=30 

wickelleu Eigenschaft der F„ nicht auf andere Art geschehen, als wenn 
jedes einzehie Gh'ed gleich ist. Man kann also das Summatiouszeichen 
der Gleichung (7.) weglassen und hat alsdann: 

®- "ö^^-^^^^^+'Tr- ; n(»^l).1C„ _.___o. 

Aus (8.), verbunden mit (6.), wird sich ohne Mühe zeigen lassen, 
wie ßn,m i'ud h^,^ von r abhängen, so dafs dann nur noch die rein nume- 
rischen Gröfsen zu beslimmen bleiben, die aus der Bedingung an der Ober- 
fläche enlsiehcn. Setzt man dazu in (8.) für X^ seinen VVerth aus (6.), 
so wird: 

sK-(^('-'-'')+%f-^^+#..-(^'-»(»+')))««'"» 

+ '^".-V""ä7^^'^ ''H-i^- — jr~"^''""'VT5 n(ii-fl);jsiniiiyJ=0. 

Soll nun eine nach Co.sinus und Sinus der Vielfachen eines Winkels 9 
fortschreitende Reihe für alle Werthe von (p verschwinden, so mufs be« 
kanntlich der Factor jedes einzelnen Cosinus oder Sinus der Reihe gleich 
Null sein« Man kann demnach wiederum das Summatiouszeichen weglassen 
und das in cosm^ und das in sin in ^ Multiplicirte einzeln gleich setzen. 
Da ferner die vorstehende Gleichung für jedes 6 bestehen mufs, und nur 
für besondere Wertlie dieser unabhängigen Veränderlichen P^^^ssO sein 
kann, so ist es erlaubt, auch den Factor von P^^^cosm^) und Pr.mSiniMy 

gleich zu setzen. Macht man nun — == (>, so hat man die beiden Glei- 
chungen 

*• "^7^^'~^^ » ^^ g T^n.m\n{n-j-l) — —j = 0, 

Vtr r=^r0 mag das entsprechende (i mit Q^^ bezeichnet werden. Aufser- 
deni ist zu bemerken, dafs in der ersten Aufgabe für das abgeplattete EU 
lipsojd Q zwischen 1 und Qo 'iegt; für das verlängerte zwischen und (>o^ 
bei der zweiten zwischen (fo und 00. e kann man, wenn es reell ist, po- 
sitiv nehmen, so dafs dann (> positiv und reell ist: ist e imaginär, so wird 
(> imaginär, fn letzterem Falle mag e, welchem man ein beliebiges Vor- 
zeichen geben kann, so genommen werden, dafs (f gleich dem positiven 
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(reellen) Ziihlwerth dieser Gröfse inulttplieirt in t ist; i mag aber eine 
besdiMnte yiSnizeX aas —1 bedeuten, die ich die ()Ositive nennen will. Ist 
dieses festgesetzt, so ist keine Zweideutigkeit möglich. 

Es wird jetzt darauf ankommen, (9.) und (9.''^ zu integriren. Eine 
partielle Lösung dieser Gleichungen läfst sich ohne Muhe finden, indem (9.), 
wenn mau darin (> Hir den Augenblick gleich einem Sinus setzt, z. B. 
= BmOj in 

, ö («in ö ^|"v-^) , 

übergeht; die Auflösung dieser Gleichung ist bekanntlich Pn,m* Man sieht 
leicht ein, dai^, wenn man fi ftir sin^ wieder herstellt, die Form der end- 
lichen Reihe (fi."^) nur insofern verändert wird, dafs für sind nnd cos6> in 
diesrer ^ nnd resp. \'{\ — q^) zu setzen ist, so dafs eine Auflösung der Glei- 
chungen (9.) und (9.^) die folgende endliche Reihe sein wird: 

(/' ~ m'i (n — • w — 1 ) (« — tn — 2 )( /4 — m — 3) . - ty-„«-# \ 

Diese setzen wir zur Abkürzung =:^P^,„[y'(l — p^)], so dafs das frühere 
Pn^m jetzt gleich iP„,^f COS ÖJ ist. Eine Zweideutigkeit ist hier nicht möglich, 
da für eil) gegebenes der sind und cosd nur einen Wcrth annebment 
Anders verhält es sich mit Pn^m[}'{} — (>0]' ^^'^ ^"^^ die Wurzel genom- 
men wird, hat man ein particulaircs Integral der Gleichungen f9.) und (9«'^). 
lim einen eindeutigen Ausdruck zu haben, reicht es hin, festzusetzen, dafs 
für ein imaginäres q die positive Wurzel der (reellen) Gröfse 1 — q^ zu 
nehmen sei: für ein reelles ^ dagegen, für welches (s. oben) (i zugleich 
nicht kleiner als 1 sei, \{\ — {r) gleich der positiven Wurzel aus (j^ — 1 
mulliplicirt in i sei. Wie man die P mit verschiedenen m, aber demsel* 
t)en n durch DifTerentialquolienten derselben Gröfse darstellen könne, findet 
man in Anmerkung 1. entwickelt ; als bestimmte Integrale sind diese Func- 
tionen in Anmerkung 2. dargestellt. 

Was die zweite Auflösung der Gleichungen (9.) und (9.*) betritTi, 
so scheint sie sich nicht eben so einfach wie die erste darstellen zu lassen, 
wenn man gleich alle Q (insofern man den Buchstaben Q, entsprechend dem 
P, für dieses particuläre Integral anwendet) mit demselben n, aber ver- 
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whiedeDem m, auch hier durch Differeii(iaiquo(ien(eii deraelbeu Grö(9a dar» 
atellen kaiiu (Anmerkung i.}. Jedeufalls kann man aicb (ilnaierAtfii^ 8^ 
f^f Qm.m 6in<^r der beiden Reiiieu bedieuen: 

wo zur Abkörzung die gewöhuliehe Bezeichnung der hTpergeometriscben Reihe 
angewandt, d.h. das Zeichen F(a,/?,y,a?) filr l^fg^ar^^ T2^.ylt ^^^^-- 

gesetzt ist. Wenn wir die obere Reihe (11.) bei den abgeplatteten BUipsoi*- 
den gebrauchen, wo p reell und nicht kleiner als 1 ist, die andere bei den 
verlängerten, wo 1 — p^ zwischen 1 nnd oo liegt, so werden wir conver« 
girende Ausdrücke haben, indem a-^/? — 7" nicht poMliv ist^). Jedenfalls 
wird für (^ = 0, ein Fall der nur bei dem verlängerten Ellipsoid eintreten 
kann, (^„^^ = co; selbst wetin m^=0 ist. Man hat nämlich in dem letz- 
teren Falle ((^ = 0, 111 = 0) ans der zweiten Gleichung in (IL): 

(?..-. -= F(K«4 l).Kn-f2),l(2n4-3),l); 
weiches unendlich ist, indem a-f-/? — ;^^^(X In der Anmerkung 4* ist ge- 
zeigt, wie man aus vorhergehenden Q^^^ und P^,^ die nachfolgenden leicht 
berechnen kann. 

Sollte es nöthig sein, auch den Q das Argument ff hinzozufOgeo, 
so kann dies, wie bei den P, dadurch geschehen, dafs in (IL) för (?,,., 
Q<i,m{.i{^ — P^)] gesetzt wird, und «war der Gleichförmigkeit halber In bei* 
den Formeln. Wird die Wurzel so bestimmt, wie es oben geschehen ist, 
nnd bemerkt man, dafs p positiv genommen wird, so ist keine Zweideutig- 
keit möglich. 

8. 3. 

Setzt man für g^^^ und h„^^ ihre so eben gefundenen Wertbe, näm- 
lich die Summe der beiden particulären Integrale P„^^ und 0„,^, jedes in 
einen noch willkürlichen Zahlwerth multiplicirt, so geht (6.) in die folgende 
Gleichung über: 

12. X„= S (''„«[cos tf].P„.,[y( !-(,»)] (Ar,,^ cos iiiv)-f/,.„ sin »n<p)) 



mssA 



+ 2 (P».».[co8tf].(?,.„[]/(l-(»»)J(Af:.„co8»«v4 /.'„sinmy)). 



m=£U 



^) Comment. Goitiog. Disqatoiüones geo. circa ser* infio. etc. aoct. Gauee pag • 19. 
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Wie aach k, /, k' uud V bestiramt sein mögen: immer wird X^ der Glei- 
cbong (4.) uud (5.) genügen« Es wird sich s&eigen, dafs im Allgemeinen bei 
der erslen Aufgabe A:„,m und /|,^^ von Null verscbieden sein werden und dafs 
dagegen k'^^^ und /„',,« verscbwiuden müssen; bei der zweiten Frage verhall 
es sieh grade umgekehrt; bei der dritten endlich werden alle Ar, ly k' und 
V einen von Null verschiedenen Werth haben. Am leichtesten ist die Be- 
handlung der zweiten Aufgabe; weshalb wir uns zunächst mit derselben 
beschäftigen wollen. 

1. Es handelt sich hfer darum, das Potential u eines mit Masse 
erfüllten Ellipsoids oder seiner mit Masse belegten Oberfläche fOr alle Puncte 
des aulsern Raumes zu finden , wenn dasselbe för die auf der Oberfläche 
befindlichen als eine Function von und q>y z. B. f{6^ q>) gegeben ist. 
Offenbar verschwindet dieses für einen unendlich entfernten Punct, d. h. 

man bat ti = für (i :^ oo ; oder da u ^^ 2 X« , auch ^ = für (» s= oo. 

Macht man nun in (18*) p=zoo^ so wird P,.,m[/(1— (^^)] ^= ^; dagegen 
&",m[/(l-'(^^)l = 0; es kann also X^ nicht fflr jedes fp gleich Null sein^ 
wenn nicht k„^^ssz /^ ,.=:0 ist^ Läfst man in (12.) alle Constanten k„^^ 
und 1^^^ verschwinden, so geht dies über in 



12. 2^ = 2 (P.,m[cosÖ](?„^[>(l— (^')](4:,^cosiiiy+/;«sin«iy)). 



Der Werth, den X^ (lir if = (fo annimmt, ist durch die Bestimmung gege- 
ben, data für die Oberfläche u sich in fifi^ff) verwandeln muls, welches 
bekanntlich nur geschehen kann, wenn man, für p = (^,, , 

hat, wo P. , oder, wicf wir es auch mit Beifügung des Arguments nennen 
wolltti, Pn[cos7^], den CoöfBoienten der nlen Potenz von a bedeutet, wenn 

man > |_ ^-^ nach aufsteigenden Potenzen von a entwickelt, ond 

wo ferner zur AbkOrzung cos;^ = cobO cosO^ -{- sin $ ainOt cos(9— 91) gesetzt 
ist FOhrt man die Reihen -Entwicklung der Wurzelgröfse wirklieb aus, 
•o (st, wie mau weifs, 

GreUe*! Jounial f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 26 
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wodurch man auf der Stelle 

P" = ^^•.ä^-^- ^■■•[«-^] = ^-^ '-..['»•)'] 

erhall. 

Die KeautuifH des Werthes von X^ für if=^(fo fuhrt luioiittelbar 7«ur 
Bestimmmig der Zahlwerthe k'^^^ und r„^^. Macht man nämlich f&r ^en 
Augenblick ps^^^i,, io (IS."^), und daa entatandene ^n gleich dem in (IS.), 
so entsteht: 



m^sn 



Vermittelst einen Satzes, den haplace an dem schon oben angeführ- 
ten Orte bewiesen hat^ läfat sich die luike Seite der vorstehenden Gleichung 
ebenfalls nach Sinus und Cosinus der Vielfachen des Winkels tp entwickeliii 
so dafs wir jedem mit cosim^ oder sinnig multiplicirten Gliede der rech« 
ten Seite ein Glied mit demselben Factor auf der linken Seite gleichsetzen 
kOnnen. fn der That bat iMin 



P^Ccos;] S K,».cosm(9)— y,)P,,«[costf]P^.,[cosdJ). 

WO zur Abkörzung a,^i,> « 2 > ^^^ _ ^^ , '^-^^^{ gesetzi ist, ö,,o aber 

ars ^ 1 ' * y ' 1 Jln_ A igt. Schreibt man nun fflr cosfn(^ — y,) seine Ent* 

Wicklung cos 191 9) cos m 9^ -f sin tu 4p sin m^t , so hat man, vermöge der oben 
angedeuteten Operation^ 

Durch Substitution dieser Werthe in (It.^) erlangen wir Ar das imsemi 
Falle entsprechende u die ScbloIiBformel 



'i» 



rbO ' "• m^t^ V»,««lf V'-ICo*- 



xy^'M» Vi) cosflt(y.- «»Jd«)«)) . 

S. Wir f eheo jetet wi der Aufgabe aber, den Zustand des Gleicb- 
gewicbts der Winne in einem Elüpsold %n finden* an deMen Oberflielie 



i6. Heine, Aufgaben für pariieUe Di/ferentialgkickimgen. 195 

die daroh f{OjV) aosgedrflckte Temperatur erhalteo wird. Mau sieht leicht 
ein 9 dab man für das verlängerte Ellipsold eine Eudformel erhalt, die 
aoa der im vorhergebenden Falle entwickelten dadurch entsteht, dafs für 
Q in (14.) der Buchstabe P gesetzt wird. Macht man nämlich in (12.) 
nicht mehr (> = oo (ein Werth den (i wohl bei der vorigen Frage, nicht aber 
bei dieser erlangen kann), sondern (i=0, so wird 0n,m[V(l — if^)]=^^ (S '•)• 
also wird, da Pn,m\.i{^—9^) endlich bleibt, X^ nicht für alle und q> einen 
endlichen Werth einnehmen können, wenn nicht Ar„% =.l\^^z=rzO wird. Von 
hier an giebt ein, dem in No. t. angewandten ganz ähnliches Verfahren, 



Ist das Ellipsoid ein ahyepUMetesj so wird dieselbe Formel (150 den 
fraglichen Wärniezustand angeben; jedoch mufs ein Beweis dieser Be* 
hanptung hinzugefugt werden, indem die Ilerleitung von (15.) verlangte, 
dafs es erlaubt sei, {f^-Q zu setzen. Dafs (150 auch in dem Falle des 
abgeplattetes Ellipsoides (4.) genügt, ist klar, da sie nur ein specieller 
Werth von (120 ist. Dafs (150 ferner fOr die Oberfläche ((^ = Pu) in 
fißyip) übergeht, folgt sogleich aus bekannten Resultaten: dafs (15.) aber 
bei den abgeplatteten Ellipsoiden noch convergirt, bedarf eines Beweises, 
der in No. 1., so wie für die verlängerten Ellipsoiden in dieser Nummer 
onnöthig ist Denn es ist klar, dafs den Annahnen in diesen Fällen ein 
und nur ein Wärmezustand oder Potential entspricht; wenn ihnen aber 
Oberhaupt ein Wärmezustand (Potential) entspricht, so kann es kein anderer 
(anderes) als der (des) in (16.) (resp. 14.) sein, indem zunächst u sich immer, 
und immer nur auf eine Art in eine Reihe von X^ entwickeln läfst, und 
zwar dieses wiederum nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von 9p, indem 
endlich ein u, oder vielmehr das u nothwendig durch (12.) dargestellt wer-* 
den mufs. Indem wir (f^=^oo oder (> = machten, folgte wiederum mit 
Notbwendigkeit, dafs je zwei Gruppen von Constanten Null sein mOssen: 
ud dann ergeben sich für die äbrig bleibenden Gruppen Werthe, die (14.) 
und (15.) hervorbringen. Sind K,m und 11^^ gleich Null gesetzt, so er- 
hält man (15.)* Hie Natur des Problems verlangte eine solche Bestimmung 
för die verlängerten Ellipsoiden^ fär die abgeplatteten liegt in ihr die Will- 
kflrlichkeit, die das Bedflrfnifs eines Beweises f&r diese Körper hervorrufl, 

26* 
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der, wie obeu aufeinander gesetzt ist, darin besiebt, dafs roaii zeigen maCi, 
dafs die Formel (15-) auch für abgeplattete Kllipsotden eine convergente 
Rei/ic bildet. Ist (^ = (10, so ist dieses bewiesen: ist aber p<C(^im sokauo 
eine Divergenz wegen des Vorzeichens der einzelnen Glieder stattfinden« 
Hätte man die froheren Aufgaben als rein malhemaliscbe, nicht als physica- 
lische betrachtet, so niiifste auch für diese ein Convergenzbeweis geliefert 
werden, welcher dann dem ganz ähnlich gefuhrt werden könnte, welcher 
sich in der Anmerkung 5. findet. 

3. Bei der dritten Aufgabe, in welcher nach dem von der Zeit un- 
abhängigen Wärmezustand in einem von zwei ellipsoldischen Oberflächen mit 
gleichen Brennpuucten begrenzten Körper gefragt wird, werden aufser der 
Gleichung (!•) noch zwei Bedingungen zu berücksichtigen sein* E9 mufs 
Hänüich nicht nur u-^^f^d^tp) far (» = (»0 sein, sondern auch an der andern 
Grenzfläche, für die (» = (»1 sein mag, mufs u in eine willkdrlich gegebene 
Function von und (p z« B. ^((9, 9) abergehen. Setzt man wieder u = 

:£ jr„, so wird (18.) die allgemeine Formel von X^ darstellen. In dieser 

nssU 

Gleichung wird der besondere Werth (»^ von q ein gewisses X,, hervor-* 
bringen, welches mit X^ bezeichnet werden mag; (f^ mag XI, entsprechen; 
es wird dann möglich sein, die vier Gruppen von Constanten Ar^^^, /„^^, 
A*;^,^ und li,^^ zu bestimmen, indem JT^ gleich dem durch (13.) gegebenen JE, 
sein muCs; ferner X'^ gleich einem Ausdruck, der aus (13.) durch Vertauschuug 
des q> mit tp entsteht. Setzt man far P„ die schon oben angewandte 9 nach 
Cosinus und Sinus der Vielfachen des Winkels (p fortschreitende Reihe, 
und beobachtet wieder, dafs die Coefficienten von eosmg) und resp. ninmip 
auf beiden Seiten der Gleichung übereinstimmen mflssen, so hat man vier 
ähnlich gebildete Formeln, von welchen die eine 

= ^^ Q.,n./"d$,mue,P,^^lc09eßy^y(e,j(p,)co9mq>,d(p, 

ist. Vertauscht man rechts iff mit f, so hat man links (»i für (»0 zu setzen; 
schreibt man rechts ainm((p — <pi) für 008111(9) — f),), so ist links k„^^ mid 
Ar|,^^ in l„^^ und /»,„ ^^ verändern. Aus den so entstandenen vier Glei- 
chungen lassen sich auf die gewöhnliche Weise k„„,^ /^,^, k'„^^ und C^^ 
eliminiren; setzt man dann die Werthe dieser Constanten in (12.) ein, so 
hat mau als Endformel: 
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$. 4. 

Die Gleibuugen ( 1 4.), (15.), (16.) gelten auch noch, wenn « = ist oder 
wenn das Ellipüold iu eine Kugel übergeht. So wird z. B. in (14.) fiBr e=0 

swar p==oo und p,, = oo, aber da« Yerbältnirs -^ = — ^ nimmt den im 

V V« 7 (f er 

Allgemeioeo endlichen Werth -^ an. Aus den Formeln (11.) sieht man 

ferner, dafs Qn^mWi^ — (f^)] »ich mit wachsendem q der Grenze -;;^ nähert, 

wenn man einen von q unabhängigen Factor unberäcksichtigt läfst, der sich 
also forthebt, wenn man den Quotienten zweier Q mit gleichen m und n 

bildet. Es ist demnach ^"^"^1'"^'? = (^V'*"= (^)""*"'f also unabhän- 

gig von VI, so dafs man die Summation nach m ausführen kann, indem Jer 
schon oben angewandte, von Laplace abgeleitete Satz 

S (ön.mP»,m[cosö]P„,^[cosdJcosm(y — yO) = P»[cosy], 

Pm [cos;"] , oder schlechtweg gleich P« giebt. Für die Kugel geht also das u 
aus (14.) in 

ober; welches auch mit der auf gewöhnlichem Wege abgeleiteten Formel 
f&r die Aufgabe, um die es sich hier handelt, übereinstimmt. 

Unter den speciellen Werthen der gegebenen Function f(ßjy>) ver- 
dienen zwei Beachtung: zuerst der wenn die Function von 9^, dann aber 
der wenn sie zugleich von und ^ nnabhftngig ist. Im ersten Falle mag 
f(ß^tp)=zj^{ß) sein, so wird 

y^*V(^i>yi)co»»»(y— yO^Vi = x(ö)y*^''cosm(y— yoa^Ji 

e 

gleich oder Stt, je nachdem m>>0 oder m = ist. In den vollständigen 
Ausdräcken für u reducirt sich demnach jede Summe nach m auf ihr erstes 
Glied, so dafs man z.B. fdr das u in (14.) erhält: 

"• «=l(^-«M-^S^:^-i'^o[cos<S»j/'atfsin(SiP,,,[cos(SIJ;t(Ö)). 
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lierficksichtigt man den Zahlwertb von a^ f, und den Zu.sammenhang der Func- 
tion Pn[cos0] mit Pf,fi[coüff\^ so geht (17.) in die einfachere Gestalt 

17.* «=T (2i|ji. ö^ji£!;g^].p,[^^^ 

Ober. H&tte man auch in (15.) f(ß^(p)z=y{e) gesetzt, so wäre eine Formel 
entstanden, die aus (17.*) hervorgebt, wenn man darin ^iJrrEr^ ^*^ 
g-,"[;(;-e ;i3 vertauscht. 

Ist x{0)- nun auch von 6 uuabhäogig, d.h. gleich einer Constanleo 
d0sin0P;,,o[co8d], also auch / dd8in^jP„[cos0] gleich 0, so 



lange n von verschieden ist; für n = ü wird dagegen / d0sin0P„[cos0] 



*=s2 (Anmerkung 6.) j so dafs sich unter der letzten Annahme (17.*) in 

17.« u = K.-g4fc^ 
verwandeil. Aus (16.) hätte man erhalten 

Es lüfst sich übrigens (n.**^) in eine übersicbtlichere Form bringen, wenn 
man für Q^ seinen Wertb aus Anmerkung S. seixt, wodurch man für ab- 
geplattete fillipsolden 

•rc(8m=i-) 



u = k. 



(*'" = D 



•rc 

9o 



erhalt) wo der Arcus so zu nehmen ist, dafs er für ff =.00 verschwiiH 
det, für Q^=l aber =-|*^7i wird« Für verlängerte Ellipsoiden hat man 

Aus dem Obigen übersieht man leicht, wie die Formel (16.) sich verändern 
»ird, wenn man in ihr nicht nur f{6^(p) = kf sondern auch y>(Of<p) coo- 
stant = k' setzt. Für abgeplattete Ellipsoiden geht nämlich (16.) in 

18. « j- pr j- p- 2_ 

•relsins — 1 — are(sm = — l 
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aber, wo der Arcus wie oben zu versieben ist| fOr verlängerte dagegen in 

1«^ ^ M>-rt)+i •(t-r-g«)-iy Mi-g«)+i •(i-o;)-i YA 

io^ r^(^-g:)+ i •(i-g;)-i >y 

Mau siebt bieraas, dafs die verschiedenen Ellipsoiden mit gleicben Brenn- 
panclen, deren grofse oder resp. kleine Ualb-Acbsen (f sind, isotherme Flächen 
vorstellen { die Temperatur eines jeden von ihnen, die eben nach dem Be- 
griffe der isothermen Flache auf der ganzen Aasdebnung eines bestimmten 
Ellipsolds unveränderlich ist, wird darch (18.) oder (19.) gegeben, deren 
allgemeine Form: 

18. * II = ö . arc (sin = — J -|- b, 

I..« « -^ a . toog (^i=|;|±-}) + » 

ist, wo a^ b, 9(, 93 von q unabhängige Gröfsen bedeuten. In dieser Ge- 
ntalt stimmen unsere Formeln mit denen fiberein, welche LmnS als spe- 
cfolle Fälle in einer Abhandlung über tsotherme Flächen hergeleitet hat '^)9 

[indem (!&<>) eich auch in 

fi r=r a . arc (cos = — ) ^ /S 
verändern läfst, (19.«) in 

wo er untersucht, wie ein Körper beschaffen sein mufs, damit er, wenn 
s^e innere und äufsere Grenzfläche in constanten Temperaluren erhalten 
werden, Ellipsoiden zu isothermen Flächen hat 

Von den drei Fragen, deren Auflösungen durch (14.), (15.), (16.) 
gegeben werden, hat ijom^ nur die eine, welche (16.) beantwortet» behan- 
delt Data sein Resultat iQit (16.) fibereinstimmt, ist in der Anmerkung 7. 
gezeigt, indem die B bei Lamd den P, die bestimmten Integrale im Nen- 
ner bei ihm den a^^^f^ entsprechen. 



*) LiautKUe, Journal de mathemati^ues. Tome II. pac. 147. Sur les aurhce« 
isocherttw daas les eorps dolides homogenes m oquilibre m temperature. 



mm 
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AumerkuDg 1. 
Die Differentialgieichang (9.) oder (9.^), uenilieh 

vou welcher wir zwei parlicaläre liilegrale mit Pn,m[ii.^-if^)\ und (?„,,„ U^^-if^)] 
bezeichuet haben, geht, wenn mau j; = |/(l — (i^) »etzt, die Wurzel ao set- 
standen wie oben, in die Form 

20. (l-x7.^ip-2ar(t-a?^)^-|5=f 

Aber. Macht mau ar„,m == p""'".rn,m = (}^(1— ^')r'"«?«,m5 »o "»of« ^n,m der 
Differentialgleichung 

21. (l-a?^).^''i^ + 2(m-l)ar.^|^ 
genflgen» Diese verwandelt sich durch Differentiation nach x in 
(l_aT').^ + 2(m-2)x.^«i=4-(«(«+l)-(m-l)C«.-2)).^=0. 
Durch Vergleichung mit (21.)9 wenn mau dort m — 1 für m setzt , ergiebt 
sich sogleich, dafe rn,in-t '^ q*? >s^9 wenn man die vorkommende Con* 

staute unberücksichtigt läfst. Ebenso ist auch — J]^ === ^;^~ ==== «^»,m-« etc., 
und allgemein, wenn p eine ganze positive Zahl bedeutet, die m nicht öbertriffit, 

Setzt man mr=n^ so lassen sich folglich aus einem v, nämlich r^^^, alle 
übrigen mit gleicheu n bestimmen, indem 

Die Definition von r„^n i^t durch die Gleichung 

gegeben, deren eine Auflösung (ar^— 1 )" ist, während die andere sich z. B. 
in Form einer Reihe au&tellen läfst, die nach Potenzen von x aufsteigt 
oder absteigt, je nachdem x, wenn es reell ist, oder der reelle Theil von 
X, wenn es imaginär ist, positiv genommen, die positive Einheit flberlriflt, 
oder nicht äbertriflt. Bezeichnen wir diese zweite particoläre Auflösung 
mit y,,, so ist 
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endlich 

Es ist zu bemerken, dafs der mit c,,^^ multiplicirte Tbeil von (22.) zu dem 
Aasdruck, welcher entsteht, wenn man darin — m mit m vertauscht r in 
einem cons(anten Verhältnifs steht, so dafs auch 

ist Gerechtfertigt wird diese Behauptung durch die von Jacobi bewieseno 
Gleichung 

Der in k„^^ multiplicirte Theil von (S3.) unterscheidet sich nur durch eine 
Constante von Pn^miyi — Q^l oder P„,mM» so dafs der in c'„^^ multiplicirte 
Theil derselben Gleichung von Q„^„ [x] gleichfalls nur durch eine Constante 
unterschieden sein kann; womit bewiesen ist, wie $•>• verlangt wurde, dab 
sich alle P mit gleichem n aber verschiedenem m dureh Differentialquotien- 
ten derselben Gröfse darstellen lassen; und dasselbe für die Q. Um den 
in k„^j^ multiplicirten Theil auf die Form der Reihe (10.) zu bringen, kann 
man (x^ — 1)" z. B* pmal nach x differentiiren , welches die Gleichung 

^^^ = (2»)(2«-l) (2»-2) .... (2«-;,4-l) (^'-''- ^'^jf^rf;'^ ^''- 

, (2»-p)(2n— p— 1)(2«— ;>-2)(2ii-;»-3) _.,„_p_4 _ \ 
' 2.4.(2» — 1)(2m-3) ••••/ 

giebt. Macht man duranf p=n-\-m und moltiplicirt aof beiden Seiten mit(l-ar')*'", 
SO bat man auf def linken Seite (l-^a?') . — ß n-m > rechts aber 
(2n)(2n — f)(2n — 2)....(n — m+1), moltiplicirt in P,,m[a?]. Es ist also 

*»• *^>.,mL-^J — («_OT-|-l)(n — m+2)....(2n) * ö;r"+'» ' 
oder auch, mit Anwendung von (24.), 

Oft « p r^ri — (-t)-'.(i-x*)-*" a-"(j:«-i)" 

*"• '^»."L-'J — («4.m-f.ij(«-fm+2)....(2n) ' Spie'S * 






«) Gegenw. Journal Bd. II. pag..S25. 
CroUe*8 Joantl f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 27 
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Es sei uocli bemerkt, dafs weuo Dian z„^^-=^(\ — x'^)^'^.u„^^ gemacht hätte, 
Resultate für u„^^ entstaudeo wären, gauz ähnlich denen, welche für v„^^ 
im Vorhergehenden entwickelt worden sind. Der Zusammenhang zwischen 
ti„,m und r^^ni> welcher aus der ersten und der eben angegehenen Substi- 
tution folgt, wurde dann von selbst das hier entlehnte Resultat, welches 
durch (84.) ausgedrückt wird, gegeben haben. 

• . Anmerkung 2. 

Bekanntlich ist 

8«. ((x+*)'_i)" = (,.-i)-+ * .ü^=li:+ *L.^l<|lr«£+.... 

••••» 1.2.3. ...(2wj- ITF^'^ ~* 

Multiplicirt man (26.) auf beiden Seiten mit t;^, macht darauf /i==iy(»,. wo 

i=^y— 1 und Q = y{l—x^) gesetzt ist, die Wurzelzeichen so verstanden, 
wie sie schon oben erklärt wurden, und ordnet dann nach Potenzen von 
y, so werden nach (24.) die Coefficienten von (pty)"^"*"" ^^^ (pt )"•"+"•.>•""'• 
einander gleich. Es sind diese nämlich 

(m)f da"» """ (2»— m)!* öjr^-»» ' 

Man hat demnach: 

27. (r«>n((^+Ä)'-t)" = (,>)-.^(^.(y«-"+y-+").^^i):), 

wo unter (0)! die Einheit zu verstehen ist und unter — - ^ T" die Function 

(:r^ — 1)" selbst; wo endlich fär i?i = n die Hälfte des auf der rechten Seile 
entstehenden Werthes genommen werden mufs, indem nur ein Glied mit 
jeder Potenz von y multiplicirt ist, hier aber y^""* mit y"»-*-"* zusammenfällt. 
Macht man daher y=^e% so entsteht (da y"""'^ + y^'!"'""=2cos(ii— m)y): 

28. 2» (X + cos (p y(a?'— 1 ))" 

Es ist zu bemerken, dafs in (28.)^ in Folge der Gleichung (24.), m mit 
— tu unter dem Summenzeichen vertauscht werden kann. Setzt man fiiir die 



«) Dadurch, dats man (l-f^^cosf))" nach Cosinus der Vielfachen des Winkels ip 
entwickelt (Instit. calc. integr. Vol. I. cap. VI ) geht das einfache Bitdungsgesets 
der Coefficienten^ welches sich tei der Entwicklang eines Ausdrucks von der Form 
(x+C08yy(jr* — i)y herausstellt, verloren. 
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DiflferentialquotienteD vou (x^ — l)** ihre Wertbe aus Anmerkung 1., so wird 

29. (x^ cos (p |/(a?' — 1 )y 

_(n +i){H+2)....i2n) p r^,, J_ ^V.^n (^*-m+l)(n- m +2)..,.(2n) p r^i„_^^\ 
— 2^700! • ^"'" ^'^J ^ 2-» -^t; y • l^+m)] • ^"'^ l^J cosmy; , 

30- Z',.^ [x] = ^. -^^-^ . (n— m) ! in-^m) \f {x^ cos 9) j/(a?'— 1 ))• cos 1/19) öy ; 

den Fall m = nicht ausgeschlossen. 

Aus der Betrachtung des bestimmten Integrals in (30.) lassen sich 
durch Differentiiren unter dem Integral die Pn,m\p^\ durch Diflerentialquo- 
tienten der Function (ar^ — 1)" ebenso ausdrucken, wie es in der vorigen 
Anmerkung geschehen ist. Das dabei anzuwendende Verfahren ist dem ganz 
ähnlich, welches bei der Auflösung der Differentialgleichung auseinander- 
gesetzt ist. Dabei ergiebt sich von selbst die Fundamentalgleicbnog (24.). 

» 

Anmerkung 3. 
Hier soll die Differentialgleichung 

noch einmal betrachtet werden, um daraus bequeme Formeln fär Qn,mi^] 
zu finden. Bei dieser Gelegenheit wird man wieder die Auflösung /'„,m[^] 
finden, die dann so einzurichten ist, d. h. deren Constante so zu wählen 
ist, dafs sie mit dem, was sie in den frühem Anmerkungdn bedeutete, 
übereinstimmt. • 

Es mag Q nicht kleiner als 1 sein: eine Bedingung, die zufolge un- 
serer Aufgabe erfüllt wird, so oft e reell ist; bei imaginärem ^ mag dieses 
so verstanden werden, dafs der positive reelle Zahlwerth von f nicht klei- 
ner als 1 ist. Versucht man dann, die vorliegende Gleichung durch Rei- 
hen zu integriren, welche nach Potenzen von q absteigen, so erhält man: 

^~ «(n+l)-(n-l)(n-2)'<' 

1 (n«-w«)((ir-2)*-m«) . , \ 

T (n(/H-l)-(»-l)(«-2))(»(»+!)-(n-3)(«-4))-*' '^""J 

T ({n+2)(n+3) - n (if+l)) ((4*X'»-f-*) - » («+!)) * ^ '^ '*")' 

«7* 
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Wie solche Integrationen auszuführen sind, ist hinlänglich bekannt; man 
erhält den obigen Auisdradk sogleich aus den von Euler ^) angegebeneu 
Formeln, die für eine Differentialgleichung entwickelt sind, von der die 
unsrige ein specieller Fall ist Durch Anwendung der identischen Formel 

Ä(ar + 1) — n(ii-f-l) = (ar — n)(Ä-f n-f 1) 
läfst sich sowohl der mit c„^„, als auch der mit k„^yn multiplicirte Theil von 
(31.) auf die Gestalt einer hypergeometrischen Reihe bringen; und zwar 
hat man, mit Benutzung der schon früher gebrauchten gewöhnlichen Be- 
zeichnungsart: 

Man bemerkt sogleich, dafs der Factor von k„^^ das ist, was wir (11.) 
mit On,m[|^(l — P^)] für das abgeplattete Ellipsoid bezeichnet haben, so dafs 
nur noch die zweite Form dieses particnlären Integrals zu entwickeln bleibt, 
welche sich auf das verlängerte Ellipsoid bezieht. Der Weg, welcher uns 
zu dieser fuhren wird, mag jedoch nur als ein heuristischer betrachtet wer- 
den, da einige Uebergänge durch divergirende Reihen geschehen. Nichts- 
destoweniger wird das Resultat brauchbar: denn wie man durch wirk- 
liche Differentiation leicht einsieht, genfigt dasselbe der Differentialgleichung, 
ist aber zugleich ffir die vorkommenden Wer (he von (i eine convergente 
Reihe (S. >•)• Die Relationen , welche Kummer ^^) zwischen hypergeome- 
trischen Reihen mit verschiedenen Elementen angegeben hat, werden uns 
ohne Muhe die verlaugte Formel verschaffen. Von den vielen >» in seiner 
Abhandlung angegebenen Gleichungen benutzen wir die folgenden: 

(No.49.) F(«,/9,a + /9-|-i,Ä?) = F(2a,2/9,« + /3+l,Kl-)/(t-^))), 
(No.55.:) F(a,/?,i(«+/?+l),^) 

Darcb die erste Gleichung geht der mit k„^„ multiplicirte Theil in 
(,-^-+')F(»i + l-m, ii + l+i», *(2n-f 3), iZU^^lull) 
über, und dieses wiederum durch (No. 63.) in 



o} Instit. calc. integr. Vol. II. Scct. I. Cap. VIII. 
^ Gegenw. Journal Bd. XV. pag. 77 u. 78. 
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oder 

Macht man also *,,m = •'^*"'" > so bat mau die zweite Formel in (II.)* 

Der mit c„^^ maltiplicirte Tbeil nimmt durch (No. 49.) die Gestalt 

^^F{-(n+m), -{n-m), _^(2ii-l), ^=^^1^) 

an ; dann durch (No. 65.) die doppelle Form (da F(a, /3, y, x) = Ff/?, a, y, x)) 

oder 

33. p-.(-l)*^''->.(y(l-(0)'--.F(-Kn-iw), -Kij-m-l), -t(2n-l), j^). 

Den letzten Theil, dividirt durch (— Ip-'"^ haben wir P„,^[y(l— (>^)] ge- 
nannt, so dafs der in c^^^ multiplicirte Tbeil von (31.) zu P„,m[y(l — P^)] 
das Verbältnifs ( — l)*^"'"'"^:! bat: ein Resultat, welches hier wegen der 
letzten Anmerkung angeföhrt werden mufs. Wenn es sich gleich schon 
durch bedeutend einfachere l^cbldsse herleiten läfst, so schien doch die 
ZurückßArunff des einen Polynoms auf das andere wunschenswertb. End- 
lich sei noch bemerkt, dafs durch Gleichsetzung von (3S.) und (33.) fol- 
gender andere Ausdruck von (84.) erhalten wird: 

34. p^-F(-i(ii-m), -i(n-m-l), -K2n-1), ^,) 

= (p^_l)F(-i(it+m), -^(n + iw-l), -|(2ii-l), j^^. 



Hiermit ist die Möglichkeit gegeben, für jedes q das dazu gehörige 
On,m [}^(1 — P^)] *" finden. Für einen besoudern Werlh von m und n ver- 
einfachen sich die mit F bezeichneten Reiben so, dafs man sie aus den 
gebräuchlichen Tafeln berechnen kann, ohne erst die einzelnen Glieder bis 
zu einem hinlänglich entfernten zu summiren. Setzt man nämlich m = it = 0, 
80 giebt sowohl die Differentialgleichung (9.) unmittelbar, als auch unsere 
Reihe für Q bei verlängerten Ellipsoiden: 

36. öo.o[,/(l-(»')] = ^^.F(4, 1, i, jJ-,) = ^ log (^^y ) ; 

dagegen bei abgeplatteten: 

35.* Qo,oW-9')l = ^'F(h h h ^) = arc(«n = i-); 
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wo natürlich mit uoendlichem q der Bogen verschwinden mufs, also zwi- 
schen und ^n zvL nehmen ist. 

Fär die hier gebrauchten speciellen Werthe der Function F sind 
übrigens die Ausdrucke durch Logarithmus und Arcus in der Bratfischen 
Abhandlung über die hypergeometrische Reihe angegeben.^) 

Anmerkung 4. 

Das Geschäft, aus vorhergehenden P„^n oder Q„^^ die nachfolgenden 
durch recnrrirende Reihen zu berechnen, wird darin bestehen, zuerst, wenn 
zwei P (oder Q) mit gleichem n, aber verschiedenem m gegeben sind, die 
ganze Reihe der P (oder Q) mit demselben n und einem m, welches zwi- 
schen und n liegt, zu finden; dann aber aus dieser (nun bekannten) 
Reibe zwei Glieder mit einem n, weiches das vorige um eine Einheit äber- 
trifft, herzuleiten; oder auch, was bei den P möglich sein wird, diese un^ 
abhängig zu berechnen. Die Betrachtungen der Anmerkung 1. werden uns 
ohne Muhe die verlangten Formeln verschafi*en. Wie es dort geschehen 
ist, setzen wir auch hier J7 = |/(l — (>^), und zwar soll, wie oben, x die 
positive Wurzel vorstellen, wenn 1 — (^^ positiv ist, die positive imaginäre 
Wurzel aber, wenn 1 — {f^ negativ ist. Unter der positiven imaginären 
Wurzel werde ich nämlich dann die positive Wurzel aus (f^ — 1 verstehen; 
wenn man sie in i multiplicirt (g. 8.)* 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir den ersten Theii unserer 
Aufgabe lösen, der wieder in drei Unterabtheilungen zerfällt. Deshalb unter- 
suchen wir 

I. Die Relationen zwischen den P nut gleichem n, aber verschie^ 
denetn rn. Es war (>*" • Pi,,m [^] ein particuläres Integral der Gleichung (Sl.). 
Nun ist 
«»„.« = r-^n.» M = (-l)".x"+-. F (_4<«.f ,n),_i(„-|-,«-i), -^(2«-l), i.) , 

^=(-ir.(«-|-m)«-+"-.F(-i(«4-m-l),— K«+«»-2),-K2»-I),^), 
= — (n-}-«i)r,,„_i, . 

und ebenso 

Durch Substitution dieser Werthe in (21.) hat man 



«) Disquisitiones generales circa ser. infin. etc. pag. 5. 
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(n -f w) (11 -|- «I — I ) ( 1 — a?») »„,^, — 2 («» — 1 ) (n -f- «») X p„,„_, 

4-(«(»-l-l)-m(m-l)t;,,„ = Q, 
oder, durch Division mjt n-\-m'. 

(»-|-»»_t)(l_a?')p,,„_,— 2(»i — l)arj>„,„_,-|-(n — m-fl)r„,„ = 0." 

Setzt man wieder für r„^„ seinen Werth (>"* . P„,„ [;r] , so ist 

86. (ii+m-l)P,.«_, M -2 (m-1 ) . ^ j^^ . P,,_. M + (n-m+ l)P„.„[ar] =0. 

II. . Die Relationen zwischen den Q mit ffleicAern n, aber ver- 
sehiedenem m, bei verlängerten ElUpsoiden, Für diese Körper mufs 

ein particoiäres Integral (ler Gleichung (Sl.) »ein. Setzt man diesen Aus- 
druck also =r„,^, so ist ^ = _(n-iii+l)«^n,m-i, folglich -3-^ = 

(n — m-ft)(w — »»-f 2)r„^Ä-2« Durch diese Beziehungen nimmt (21.) die 
Form 

+ (n-fm)(ii — m+Or,,^ = » 
an; endlich durch Division mit (n — m-f-l)(>'" die Form 

87. (n-m+2)(?.,«.,M-2(m-l).^f^.a,.^^ 

III, jDi^ Relationen zwischen den Q mit gleichem n, aber verschie- 
denem m, bei abgeplatteten Eltipsolden. Ein particuläres Integral der Glei- 
chung (21.) wird in diesem Falle 

sein, so dafs man auch hier den Satz der Anmerkung 1. anwenden kann, 
dftfs r5^^ 8>ch nur durch eine Constante c„« von r„^_i unterscheidet, da 

ex ' 

diese Beziehung, unabhängig von jeder Reihen -Entwicklung, in der beson- 
dern Beschaffenheit der Differentialgleichung (21.) begründet ist. 

Es ist unu ^ =4 ^.|e.= _^.tll-je'i oder 

= („_m-fl)fc-^. ?-<-+*->. F(i(»-»i-|-3), 4(»-fm-l-l), K2«+3), ^-\ 

ODd dieses ninfs gleich c„ „«„,„_! sein, oder 

= c„,„.r^''+*-'->>a(«+2~»»), i(n+m), i(2i»-f-3), r')- 

Um die Constante zu bestimmen setze ich () = 00, so wird ^ — ^-^ = i, 
also ^^ = (n — j» -[- 1 ) . t . Vn,^i , und ebenso 
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i^ = _(«_«-|-i)(«_«-|-2)r«.^_,. 

Hierdurch erhält man: 

-(n-iii4-l)(n-n«-f2)(l-a?')p„,„_,-2(i»-t)(n-m+l)]/(p'-l)p„.,_, 

4- (» -f- m) (n — m-f 1) »„,„ = 
oder, durch Division mit (« — w»-f^)<*'"' 
38. (n-».+2)a,„_,M+2(»i-l). ^^^. 0,.„_.[ar] - (ii+»i)<?„.„ [«] = 0. 

Darob die Gleichungen (36.) 9 (S?.)» (38.) ist der erste Theil unserer 
Aufgabe gelöset. Da man ferner für jedes n aus (10.) 

hat, so lassen »ich alle P leicht . berechneu. Um sämmtlicbe Q ebenso be- 
quem finden zu können, ist es nötbig, neue Formeln aufzustellen. 
k Bei verlängerten Ellipsoiden ist • 

V-.-.L^J — C V^ T 2.(2»+3) "^ 

1 (it-m'i-l)(»-w+2)(n-m+3)(n-w-t-4) ^_(„_„_s) i \ 
' 2.4.(2i»+3)(2n + 5) ^ i-—;» 

woraus man sogleich erhält: 

^o'"0 Pxl — o"-^ O fx^ — ("-*H-1) ».-(,-m+j) I (n-m+l)(>«-m-i-2)(«-m-t-3) 
a?C V„mLarj (» </v«-«-iL^J — (2«-|-3)'^ + 2.(2«+3){2« + 5) 

oder, wenn man für die Reihe auf der rechten Seite ihren Werth setzt: 

39. X <?..„ [X] - (, e-.«+. M = ^"-^j"/^ <?»+,„ [*] . 
II. Bei abgeplatteten Ellipsoiden ist 

In der schon oft erwähnten 6rat^chen Abhandlung findet sich die Gleichung 

F(«-l, /9+I, r, r)-V{a,ß,Y,y) = "~^~^ r^(«> /»+!, y+1, r), 

welche, auf unseren Fall angewandt, d.-h. wenn man a = ^(n-f-1 — m), 
/? = |(ii+«-M), ;' = i(2n+3), y = r* «etzt, 

oder, nacb der Division durch (>": 

giebt. Um diese Gleichung der andern (39.) entsprechend zu machen, kann 
man in (38.) für m den Werth m-f 2 setzen, wodurch man 
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erhält, welche Formel, mit der vorhergehenden verbouden, 

, »ff.,...M(i-^P)+^.y(»'-i^o.^ w 

giebt; eudlich 

Ein Weiteres ober den Gebraachi welchen man von den hier entwickelten 
Formeln zu machen hat, hinzQzufdgen , wurde überflüssig sein. 

Anmerkung 6. 

Um zu beweisen, dafs (15.) auf der rechten Seite noch conver- 
girt, wenn q reell, nicht kleiner als 1, nnd von (>o verschieden ist, wol* 

Jen wir versuchen, fiSr den Quotienten -^^ ijti^^^^ einen andern grö- 

fsern zu setzen, der zugleich von so einfacher Gestalt ist, da(s die Reihe (15.) 
sich mit bekannten Reihen vergleichen läfst, und man daraus Schlüsse Ober 
ihre Convergenz ziehen kann. Zunächst wird sich die Ungleichheit 

beweisen lassen, wo sowohl der Bruch auf der linken als der auf der 
rechten Seite des Ungleichheits- Zeichens positiv ist, indem y(l — q^) hier 
mit ^(1 — q\) zugleich positiv und imaginär wird, wenn wir die Sprache 
der frfiheren Anmerkungen beibehalten. Wie man aus (10.) ersieht, wer- 
den die Zähler und Nenner der beiden Brüche im Allgemeinen nicht po- 
sitiv und reell sein : ein Umstand , der die vorkommenden Operationen ziem- 
lich verwickeln würde, wenn man nicht, da eben die rechte Seite so- 
wohl als auch die linke positiv ist, durch Multiplication mit einer Potenz 
von t im Zähler und Nenner zugleich, diesen sowohl als jenen positiv und 
reell machen könnte. Ich wähle deshalb fi unter den Zahlen 0, 1, 2, 3, •••• 
so, dals •^•l'i,,m[V(l— ?*)] reell und positiv ist, welches, wenn z.B. n—m 
durch 4 ohne Rest theilbar ist, dann geschehen wird, wenn man fi=^Q setzt. 
Dann wird, in Folge unserer FeststeUung über y'Cl— (»'), y'^Pn,m^i[i{.t—(f')\ 
positiv und imaginär, <^«l'».»-^[/(l— f^)] negativ und reell sein. Multiplicirt 
man nun (86.) mit 1^ und setzt es in die Form 

CreUe*t Journal £. d. M. Bd.XXTf. Htft 8. S8 
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. = -t^(«+m-l)P,,^,i;a?], 
80 ist jedes Glied mit seinem Zeichen positiv. Macht man z LiM+ip^"^^ r 1 

= -4«^,, und för a? = a?o gleich Jl^^n ebenso aach — irj^gj— -==-^^ 

and fär ;rs=aro gleich J^ (die Zähler und Nenner der verschiedenen A 
sind sammtlich positiv und reell) ^ so hat man aus (420* 

woraus man wiederum folgende beide Gleichungen zieht: 

43. („4-«.-l).!fc=L).^_, = (n-mfl) ^2(m-l), ?^ und 

44. („+«_i).^^.J_. = ^^±iL+2(m-l). 
Kann man uoo för «m«ft Werth yoo m zeigen, dals zugleich 

ist, so wird nack (43.) und (44.) anch 

g A -> g» ^ „nd i^^g'-^) ^ ^ v(g;-o ^. 



sein , d. b. so werden die Ungleichheiten (46.) för jedes m gelten , welches 
kleiner als das ist, von welchem aua|;egangen warde. Nan ist Ä^ = uLzi^ ^ 
alsogewils /(g*-l) . ^ •(?;-!) ^. 



f e« 

?( 



y(g«L.i) -^ =* 7(^IT)-^-* dagegen ist schon 



A ">» g> ^» 



f-i+ 



1 



da A,^ — ^^(p,_i) , also ^Tj^injj.^-i — *+ (2„-i)(^t_i)- 

Schliefst also das Zeichen >> in der ersten Ungleichheit ans (46.) den 
einzelnen Fall der Gleichheit nicht ans, so sind diese beiden Formeln 
streng richtig för jedes m. 
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Nach diesen Yorbereitaagen kehren wir 20 der Gleichung (42.) zu- 
rflck, welche 9 durch — i^*Pn,m^7l^] dividirt, die Form 

(n_«,+l)_^^^._^^^j _ (n+m-l)+ ^ .__^J^ 

oder gleich (n-f m— 1) — 2(m— 1) annimmt. Die Differenz 

auf der rechten Seite ist positiv , da die linke Seite reell und positiv ist. 

1 1 
Beruöksichtiet man (4509 »o wird < • also 

-t^P.,»,-, [X] ^ -i/'P.,m-. [OTo] ' P|.,m[Xo] -^ P«,m.2[Xo] ' 

womit die Formel (41.) bewiesen ist. 

Es wird also ^^ kleiner als -p^^^ oder als ^^£4 »ein, 
je nachdem n — m ungerade oder gerade ist, oder auch, da 

P.,»-i[^o] ~ W Ai-p:] p»,»[^o1 ~ \eo) ' 

ganz allgemein 

Nach diesen vorläufigen Betrachtungen kehren wir weiter zu der 
Formel (15.) zurück, die scheinbar verwickelter gemacht wird, wenn man 
ein drittes Integral hinzuiugL Setzt man nämlich 

cos ^2 = cos cos Ol -f- sin 6 sin 6 ^ cos (9)2 — yO » 
so wird nach $. (8.) 

a„^mPn,m[CWff]Pn,mieO8e;\e08m(q>—€p^) = ^J 

o 

(lur in = die Hälfte der rechten Seite genommen), so dafs zu untersuchen 
bleibt, ob die Reihe 



Xcosiit(y — y2)^9>2)), 

(fiir m = die Hälfte der rechten Seite genommen), convergirt, d. h. ob der 
Ausdruck auf der rechten Seite ein endlicher ist. Offenbar ist das Integral 

nach dg)2 kleiner als (^ /^^i oder als 27i.(^)", folglich der unter 

«8* 
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dem SomroatioDszeicheD nach m befindliche Theil kleiner als £f.(2ii-f 1)(^) , 

wo E eine endliche Grftlw bezeichnet, folglidi, da nur positive Glieder 
Yorkommen : 

e."f(2n+l)^(£)"i 



/, 



WO e wiederom eine endliche Gröfse bezeichnet: also ist u selbst endlicbf 
da sich auf der rechten Seite des Ungleicbheitszeiefaens eine convergente 
Reibe befindet 

Anmerkung 6. 
Um zu zeigen 9 dals 

/, =J^Pn^^ [cos tf] sin d 



verschwindet, wenn n>Oy setze man cos0=d?> wodurch man 

—1 

erh&lt, oder, nach der ersten Anmerkung: 

(n+l)(»+2)....(2fi)y 1^ 

Integrirt man unbestimmt, so ist, it>*0 vorausgesetzt, 

welches in Folge der Gleichung (24.) sich nur durch einen Zahlfactor von 
(a?'— l) — ^ ^t ^ unterscheidet, also för :r = ±l verschwindet, so dals 
wirklich /„ gleich Null wird. För n = ist P^^o [^] = 1 9 also ^ = 2. 

Anmerkung 7. 

In dieser Anmerkung wollen wir die Lam^cheu Betrachtungen mit 
den hier angestellten vergleichen; nicht nur um zu zeigen, wie die End- 
resultate, sondern auch wie die Methoden sich zu einander verhalten. Zu 
einer solchen Yergleicbung wäre es uberflössig, die Lam^cbe Abhand- 
lung Aber die dreiachsigen Ellipsoiden im Auszöge mitzutheilen. Wir wol- 
len uns bei der beabsichtigten Auseinandersetzung auf die Rotalions-El- 
lipsoiden beschranken, indem das, was aus dem frdheren Aufsätze dazu 
vorausgesetzt wird, hier leicht ergänzt werden kann. Die von Lam^ an- 
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gewandten Bacbstaben werde ich, so weit es mögUcb ist, in die im .Vor» 
bergelieuden gewählten umändern. 
Lam^ setzt 
ex = r^iCWif^ ey = rf^isin^, cz = i{f^ — ^)i{^—(fX)y 
entsprechend den Gleichungen (3.), wo r dieselbe Gröfee wie in %. \. be- 
zeichnet, und ifi gleich unserem e sin $ ist« Durch diese Werthe transformirt 

er die Difierentialgleichung 3~4~f 744~^^ = '^^ ^^^^ andere, welcher 

er wiederum durch einige Substitutionen eine höchst elegante, nach r und 
Qi sjmmelriscbe Form giebt. Cm nun den Werth von u wirklich zu fin- 
den, vergleicht Lame die Aufgabe fär das EUipsoid mit der f&r die Kugel, 
oder, was dasselbe ist, er wendet die Functionen X^ an, wie sie durch (6.) 
bestimmt werden, kann aber (6.) nicht unmittelbar benutzen, sondern zieht 

nur den Schlub für den Werth von «= SX.: 



Hier sind a^ und h^ Constanten, d. b. von r, Qi und tp unabhängige Zahl- 
werthe; B^^^ ist eine Function von r, E^^^ ein ganzes rationales Poly- 
nom nten Grades von (fi und y(e^ — if\)y dessen Form sich leicht erkennen 
läfst. För jB„^m und E^^^ erhält mau Difierenlialgleichungen , die aus (9.) 

entstehen, wenn man darin ii(ii-{-l) mit A^ vertauscht, lär if aber erst — , 

dann — setzt. Erwägt man nun, dafs E^^^ ein Polynom nten Grades 

von ifi und i{f — (f\) ist, so findet sich, dafe in der That fdr^» das Pro- 
duct nin-^-i) gesetzt werden kann, so dafe E^^^ und £„,«» durch Gleichun- 
gen wie unsere P^^^ bestimmt werden. Lami löset diese Gleichungen durch 
Reihen auf, von denen (Anmerkung 3.) gezeigt ist, dafs sie sich nur durch 
einen constanten Factor c von P„^^ unterscheiden, so dafs 

ti = 2 S ((a^,,..cosiiiy+/9,,^sinmy)P„,^[cosÖ].P„,^[|/(l — ()^)]. 

Um a„,M und ß^^n, ^^ bestimmen, bedient sich LamS einer Methode, die 
der ähnlich ist, welche Poisson angewandt bat, um zu zeigen, dafs gewisse 
transcendente Gleichungen, auf die man bei mehreren Fragen der Wärme- 
theorie kommt (z. B. bei den Untersuchungen aber den von der Zeit abhän- 
gigen Wärmezustand eines Körpers, der mit einem Gas in Berührung ist), 
reelle Wurzeln haben. Ebenso einfach, wie es oben geschah, auf die Be- 
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diogniig an der Oberfl&che zoruckzogeheu , ist LamS dadorch verhinderty 

nss» 

dafs er sogleich das ganze u, d. h. 2 Jd betrachtet, nicht aber die einzel* 

neu ^9 und gleich von Anfang an alle Glieder, die mit einem bestimmten 
Cosinus oder Sinus z.B. cosrntp multiplicirt shid^ zusammenfafst ; zu wel- 
chem Aggregat jedes X^^ von X^ an, ein Glied beitragen wird. 

Zur gröberen Bequemlichkeit unterscheidet LamS die zu bestim- 
menden Constanten Coäfficienten «„.m und ß„^^ nach acht verschiedenen 
Gruppen der Glieder, welche sie muUipliciren, je nachdem in diesen Co^ 
sinus oder Sinus von geraden oder ungeraden Yielfachen von 9, ferner 
y(r^ — OyC^^ — Q\) ^^^ '"^ geraden oder in ungeraden Potenzen vorkommt. 
Die hierdurch entstehenden acht partiellen Wärmezustände bilden vereint 
den fraglichen. Einen derselben behandelt Lame' vollständig, nämlich den, 
bei welchem nur Cosinus der gerades Vielfachen von 9, und anfserdem nur 
gerade Potenzen von y(r' — 0/(^' — Q]) vorkommen, und welchem eine Func- 
tion f{Qij (p) als Ausdruck der Temperatur an der Oberfläche entspricht, die nur 
von 9)=ü bis (p=z^7i willkflrlich ist, für die anderen Werthe aber, von (p=0 
bis y = — ^^9 von ^n bis ti, von — n bis — -Jti, sich periodisch wieder- 
holt. Auf das Endresultat, welches für diesen partiellen Zustand gefunden 
wird, bezieht sich der Nachweis der Cebereinstimmuug, der hier geführt 
werden soll, indem sich genau zeigen läfst, welchem Theile von (16.) die 
Lam^sche Formel fiir das u dieses partiellen Zustandes (tio) gleich ist. 

Lame findet (wenn wir das E sogleich mit dem bequemeren P ver- 
tauschen) : 

I JP2n,7in [cosöjsinöööy f(fi,fp)eos2ti9d^ 




(far m = die Hälfte der rechten Seite genommen). Fflr f(Qij q>) kann man 
f{e9lndjq>) setzen, oder auch f{ß^(p\ wo jetzt f eine andere Function als 
früher bezeichnet. Ferner wird das Vierfache des Integrals zwischen und 
\n wegen der Symmetrie der Function f(ß^(p) nach 9), die auch bei der 
Umändening, welche die Bedeutung des Buchstaben f erfahren bat, nicht 
verloren gegangen sein kann, zu dem Einfachen desselben Integrals, wenn 
man die Integration von bis 2^1 ausdehnt. Kehrt man dann die Reihen- 
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folge der Sommationea euf 4kt bekannte Art um, so ist 






f\P2>i,2m [C08 ö])» Sin ö a ö / 

(wiederam filr m = die Hälfte genommen): eine Formel, die mit dem 
Theiie von (16.) 9 in weichem nur die geraden n und m sammirt werden, 
und nur die Cosinus, nicht die Sinns der Vielfachen des Winkels (p vor- 
kommcfn, bis auf die Constanten übereinstimmt. Will man auch die Gleich- 
heit dieser nachweisen, so mufs man s&eigen, daCs 

47« X •02n,2m =" 



f\P2M.2mleOBe]yBmddd 



ist (für «1 = die Hälfte der rechten Seite genommen); welches sich auch 
aus den bekannten Eigenschaften der P leicht wird nachweisen lassen. 
In der That ist 

f'^'(P fxW^dx'— ^ (1.2.3. ...ny 2 J__ 

y i^n,üLa^j; ^ — (2n+l) ' (1,3,5. — (2n + l))» " (2n+l) ' 0^,0 ' 

so daCs die Gleichung (47.) fär m = bewiesen ist. Dm auch die anderen 
Fälle zu umfassen, betrachte ich 

/4'i 3'»-'»(jr»— i)n gn+f (^>_|)» ^ 

welches nach der Integration durch Theiie in das Integral 
Übergeht. Es ist nämlich 



/ gi.^m-l(^l_t)n a*^^*»^fX* — 1)» Q^ 

Fdr a; = ±l verschwindet aber der aalserhalb des iDtegralzeicbeus befind 
liehe Tbeil, da uach (84.) 



ajr*-**-* "~ (»+«»+1)1 H»— "»—»;» ^jp»HH-i 
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Zugleich ist auch nach (26.) und (26.^) 

also, zufolge der so eben bewiesenen Beziehung, 

((ii-ffi+1) (ii-m+2) . . . (2ii)) ((n+wi+l) (n+m+2) . . . (2w)) J öjt—- -* 

woraus man endücb, mit Benutzung des Werthes von y (PHjjl^Wd^ß 



/•+» D r^ix,;>^ _ fn+m)(ii+m-l)....(n+l) 2 _ 4 1 

y^ (^.,mL^J) oa? — (^_„i4.i)(n_m+2).-.n ' (2ii+l) " (2ii+l)-^ 

zieht; womit ein Satz bewiesen ist, der die Gleichung (47.) als speciellen 
Fall iu sich begreift 
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16. 

Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitis- 

rechnung. 

(Von Hru. Dr. Ouingert Prof. ord. au der Uoiversität zu Freiburg im Br.) 



8. 1. 

Uas Wort 9, wahrscheinlich " wird im gewöbulicben Lebeo voo aolcbeo 
Diogen gebraucbr , deren Tbatbestaud , er mag der Vergangenheit oder der 
Zukunft, der sinnlichen oder der geisligen Anschauung angeboren, nicht 
als wahr oder gewiCs angesehen und deswegen für unbezweifelt gehalten 
wird, aber doch viele, oder gar die meisten Gründe für sich bat. Mau stellt 
den Begriff des Wahrscheinlichen dem der Wahrheit, Wirklichkeit, Gewllb- 
heit u. s. w. (verschiedeneu Modificationen einer und derselben Grundbedeu* 
tung) gegenöber, und dem des Unwahrscheinlichen zur Seite, und ge-^ 
braucht letztern, wenn nur wenige Grunde för den Thatbestand einen Sache 
sprechen, ihre Möglichkeit aber nicht bezweifelt werden kann. 

Der Schinfs auf deu Tbatbestaud einer Sache, oder das Eintreffen 
eines Ereignisses, hängt, wie leicht zu sehen, von der Kenntnifs der ein- 
wirkenden Ursachen, Umstände und Bedingungen einerseits, und andrerseits 
von dem Grade der Bildung, Eiusicht und Urcheilskraft der schliefsendeu Per- 
sonen ab. Die äufsere Bedingung für den Begriff des Wahrscheinlichen ist, 
dafs der Gegenstand selbst keinen Widerspruch iu sich trage, noch in einem 
solchen mit irgend einer anerkannten Wahrheit stehe. Eine und dieselbe 
Sache kann demnach für verschiedene Personeu und unter verschiedeneu 
Umstanden verschiedene Grade der Wahrscheinlichkeit haben. Sind nun alle 
Ursachen, welche för das Dasein eines Dinges oder Ereiguisses sprechen, 
und eben so auch alle, weiche dagegen sprechen, genau bekannt, so kann 
man auch alle begünstigenden und alle hindernden Umstände zählen, untei' 
einander vergleichen, den Grad der Wahrsöheiulichkeit genau bestimtneu^ 
und ihn daher durch den Calcul darstellen. Dies ist die Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Zu dem Ende hat man den besondern Ausdruck 
„mathematische Wahrscheinlichkeit '' eingeführt, und versteht darunter das 

Crelle's Jfoarna) f. d. M. Bd. XXVl. Ueft 3. 29 
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Verbältiiifs derjeuigen UmstäDde, Ursacbeu oder Fälle, wodurch der That^ 
bestand einer Sache oder das Eiutreffen eines Ereignisses bedingt ist, zu 
der GesammtzabI alier möglichen Umstände, Ursachen oder Fälle, die mit 
ihm in Beziehung stehen und auf eine gflustige oder hindernde Art einwir- 
ken können. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit kann demnach alle Stufen, von 
der Grenze der Unmöglichkeit, bis zu der der Gewifsheit, durchlaufen. Sie 
wird um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der begünstigenden Ur- 
sachen oder Umstände im Verhältnifs zur GesammtzabI ist: sie wird um so 
kleiner sein, je geringer die Zahl der günstigen und je gröfser die der 
hindernden oder ungünstigen Ursachen oder Umstände im Verhältnifs zor 
Zahl aller möglichen Ursachen oder Umstände ist, die auf das Eintreffen 
eines Ereignisses einwirken. 

8. «. 

Die Bemerkungen des yorigen Paragraph rechtfertigen folgende 
Grundsätze. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit wird durch einbn Bruch aus- 
gedrückt, dessen Zähler die dem Thatbestaude einer Sache oder dem Ein- 
treffen eines Ereignisses günstigen Fälle, der Neuner alte möglichen, auf 
den Tbatbestand oder zu dem Eintreffen in Beziehung stehenden Fälle zählt. 

Bezeichnet mau die Wahrscheinlichkeit durch w, die Zahl der gün- 
stigen Fälle durch p, die aller möglichen durch q, so ist 

1. w = ^. 

Hieran schliefst sich unmittelbar Folgendes. 

2. Die Wahrscheinlichkeit ist ein echter Bruch; denn der Zähler mu(s 
immer kleiner als der Nenner sein. 

3. Die Gewifsheit ist der Einheit gleich, oder 

4. ^ = -1=1, 

wenn y die Gewifsheit bezeichnet. Sie tritt nämlich ein, wenn alle auf 
den Tbatbestand einer Sache oder auf das Eintreffen eines Ereignisses Be- 
zug habenden Elemente als günstig einwirkend zu betrachten sind. 

Der Wahrscheinlichkeit, welche für das Bestehen einer Sache oder 
das Eintreffen eines Ereignisses spricht, steht derjenigen, welche für das 
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Gegeolbeil spricht, eolgegeo. Man nennt sie deshalb auch ,, entgegen- 
gesetzte Wahrscheinlichkeii." Sie begreift die Zahl aller ungflustigen Fälle 
in sich, ergänzt daher die gunstigen Fälle zur Zahl aller möglichen, und 
bringt mit der ursprOu^Iichen Wahrscheinlichkeit (JNro. 1.) die Gewif»- 
beit hervor. 

Beide Begrifle schliefsen einander aus. Dies giebt 

Die entgegengesetzle Wahrscheinlichkeit ist demnach ebenfalls ein echter 
Brach, dessen Zähler die Anzahl der ungünstigen, der Neuner die Zahl 
aller möglichen Fälle ausdrückt. 

Kommt die Wahrscheinlichkeit einer einzigen Begebenheit oder des 
Bestehens nur einer Sache in Frage, und wird diese für sich allein und 
nicht in Verbindung oder Beziehung zu einer andern betrachtet, so nennt 
mau sie „einfache Wahrscheinlichkeit.'" Schliefst die Wahrscheinlichkeit 
aber das Zusammentreffen mehrerer Begebenheiten oder das Zusammen- 
bestehen mehrerer Dinge in sich, so heifst sie „zusammengesetzte Wahr- 
scheiiilichkeit." 

Wir unterscheiden zwei besondere Fälle dieser Wahrscheinlichkeit. 
d) Entweder begreift das Bestehen einer Sache oder das Eintreffen 
eines Ereignisses mehrere Fälle in sich, von denen jeder ein günstiges 
Moment für die zu bestimmende Wahrscheinlichkeit abgiebt^ die sich aber 
gegenseitig so ausschliefsen, dafs nur einer von den fraglichen Fällen ein- 
treffen kann: 

6) Oder es begreift mehrere Fälle in sich, die zusammenwirken und 
dabei so von einander abhängen, dafs kein einziger Fall unerfüllt blei- 
ben darf, wenn nicht die vorliegende Frage iu ihrem Wesen geändert 
werden soll. 

Die unter a. bezeichnete Wahrscheinlichkeit soll „relative Wahr- 
Mheinlicbkeif heifsen; wie dieser Name auch vorkommt^ ob er gleich nicht 
ganz passend scheint; die unter b. bezeichnete wollen wir „bedingte oder 
abhängige Wahrscheinlichkeit" nennen. 

Der hier bezeichnete Unterschied tritt besonders deutlich bei der 
Anwendung auf besondere Fälle hervor. 

Sind in einer Urne 8 weifse, 10 rothe und 18 schwarze Kugein 
enthalten, und wird einmal gezogen, und fragt man : wie grofs ist die Wahr- 

29* 
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scheinlichkeit , daCs entweder eine weifse oder eiue schwarze Kogel ein 
scbeiuen werde? so ist klar, dafs die Beaotworluug der Frage auf dem 
Eiutreffen des einen oder des andern Falles beruht. Die Wahrscheinlich* 
keit, dafs eine weilse Kugel erscheinen werde, ist ^, dafs eine schwarze 
erscheinen werde, ^}. Jeder von beiden Fällen begünstigt das Eintreffeb 
des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit, dafs der eine oder der andere 
Fall eintreffen werde, ist demnach 

^ = A + 4* = M = i- 
Sind die Bedingungen wie vorhin, wird zweimal gezogen und die 

geziogene Kugel nach der Ziehung zurückgeworfen, und fragt man : wie grofs 
die Wahrscheinlichkeit sei, dafs zuerst eine weifse und dann eine schwarze 
Kugel erscheinen werde, so ist die hier in Frage stehende Wahrscheinlich- 
keit die bedingte oder abhängige; denn beide Fälle, das Erscheinen einer 
weiTsen und einer schwarzen Kugel, müssen eintreten, wenn das Eintreffen 
des Ereignisses statthaben soll. Die Wahrscheinlichkeit, da(s eine weil'se 
Kugel erscheinen werde, ist wie vorhin ^, dafs eine schwarze erscheinen 
werde ^^, weil die in der ersten Ziehung gezogene Kugel in die Urne 
zurückgeworfen wird, ehe die zweite Ziehung geschiebt. Da nun das Er- 
scheinen der weifseil Kugel dem der schwarzen vorangehen mu(s, so wird 
das Eintreffen des zweiten Ereignisses durch das des ersten bedingt sein, 
und also unter 30 möglichen Fällen nur 8 mal vorkommen. Das Bin« 
treffen des Ereignisses ist von dem Zutreffen der beiden genannten abhängig, 
und die Wahrscheinlichkeit, das es geschehen werde, ist 

Der unter a. und A. bezeichnete unterschied tritt deutlich hervor und fuhrt 
zu ganz verschiedenen Resultaten. Im ersten Fall tritt die Summe, im 
zweiten das Product der einfachen Wahrscheinlichkeiten hervor. 

Zuweilen ist die Wahrscheinlichkeit in doppelter Beziehung zusam» 
mengesetzt; wie sich an folgendem Falle zeigen wird. 

Die Bedingungen sind die obigen. Es wird zweimal aus dei: Urne 
gezogen und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne 
zurückgeworfen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, da£si eine weifiie 
und dafs eine schwarze Kugel erscheinen werde? 

Hier können zwei gunstige Fälle eintreten. Entweder erscheint zu- 
erst eine weifse und dann eine schwarze, oder zuerst eine schwarze und 
danD eine weifise Kugel. Der erste Fall wurde eben erörtert Die Wahr- 
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Die Wahrai^inlicbkeit, dafs zuerst eine schwarze und dann eine 
weifse Kagel erscheinen werde, setzt die nmgekehrte Ordnung voraus und 
ist an^ den vorhin angegebenen Gründen 

Beide Fälle sind dem Eintreffen des Ereignisses gflnstig, scblieben 
sieb aber gegenseitig aus. Die gesuchte Walirscbeiulichkeit ist also 

ln dem vorliegenden Falle tritt die bedingte und die relative Wahrschein- 
lichkeit zusammen ein. Es giebt, wie leicht ersichtlich ist, noch zusammen- 
gesetztere Fälle. Ihre Untersuchung wird den in a. und b. ausgedruck- 
ten Unterschied bestätigen. Zugleich ergiebt sich ein allgemeines Gesetz, 
welches gilt, wenn auch mehr als zwei Ereignisse in Frage kommen, und 
welches sich auf folgende Weise darstellt 

Werden die Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen verschie- 
dener^ sich ausschlief^ender Ereignisse begflnstigen, durch ^9 ^9 ^9 •••• ^ 
ausgedruckt, so ist die hieraus sich ergebende relative Wahrscheiuliphkeit 

Hierin kann Pi'\-p2'\'Pi'\'P^'\- ••••Pn entweder kleiner, oder höchstens so 
grofis als q sein. 

Werden die Wahrscheinlichkeiten, von denen das Eintreffen eines 
zusammengesetzten Ereignisses abhängt, ^, ^, ^, .... ^ genannt, 

80 ist die bedingte oder abhängige Wahrscheinlichkeit 

7 ^ Px P\ P% Pn 

7i 7t <ft ' Vv 

Es zeigt sich aus (6.), dafs die relative Wahrscheinlichkeit durch die Snmme 

der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle, aus (7.), dafs die bedingte 
durch das Product derselben ausgedrdckt wird. Sind die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Eintreffen der einzelneu Fälle bestimmen, einander 
gleich , so gebt die relative Wahrscheinlichkeit in ein Product und die be- 
dingte iit eine Potenz tiber. Dies tritt he! Wiederholungen ein. 

Erwägt mau nun , dafs die Gleichung (6.), aus Grflnden , welche die 
Slementar- Mathematik lehrt, immer das Dämliche Resultat liefert, in wel*» 
eher Ordnung auch die einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusammengezählt 
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werdeu, und dafs die Gleichung (7.) das nämliche Resultat liefert, ia wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Factoren vervielfacht iverdeo, und tragt 
diese Erwägung auf. die Bedeutung der Gleichungen ober, so ergebt sich 
folgender Grundsatz: 

8. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in einer bestimmten Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn 
auch die Ordnung in der Reihenfolge der einzelnen Fälle geändert, oder 
wenn an die Stelle einer bestimmten Reihenfolge eine andere bestimmte Rei- 
henfolge unter den in Frage stehenden Fällen gesetzt wird. Demnach ist 
die Ordnung, in welcher die einzelnen Fälle eines zusammengesetzten Er- 
eignisses aufeinander folgen, bei Bestimmung der zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeit ganz gleichgültig. 

Die Gleichung (7.) läfst noch eine andere und folgende Betrach- 
tungsart zu. 

Es sind.it Urnen vorhanden, von denen die erste ^i, die zweite 93, 
die dritte ^j, u. s. w., die nte q„ Kugeln enthält. In der ersten Urne befinden 
dich pi Kugeln einer bestimmten Art, in der zweiten p2 Kugeln einer zweiten, 
in der dritten /^a Kugeln einer dritten Art, u. s. w«, in der fiten p^ Kugeln 
einer nten Art. IMan zieht aus jeder Urne gleichzeitig eine Kugel. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne eine Kugel von der 
bezeichneten Art werde gezogen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit findet sich, wenn man zuerst da» 
gleichzeitige Erscheinen der Kugeln von den bestimmten Arten aus den 
beiden ersten Urnen miteinander in Verbindung bringt, mit diesem das Er- 
scheinen einer der bestimmten Kugeln aus der dritten Urne u. Sr f«, und 
endlich bis zu dem Erscheinen einer Kugel der bestimmten Art aus der 
letzten Urne aufsteigt. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der ein- 



zelnen Kugeln aus den einzelnen Urnen sind ^, -^, ^, ••.. ^. Dem- 
nach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 



.,, Pi Pl Pt Pa Pn 



7i V» 7t 94 7« 

Die Vergleichuug dieser Gleichung mit (7.) fuhrt zu folgendem Satze. 

9. Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit ist es gleichgültig, ob das 
Eintreffen der einzelnen Ereignisse gleichzeitig, oder in der Zeit nach ein- 
ander geschieht. 
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Leicht läfiit sich ferner nach weisen, dafs auch bei dem gleich^Keiti- 
geo Eiutreflen der einzelnen Ereignime die Ordnung gleichgültig ist. 

Betrachtet man endlich die Zahl der Fälle, welche das Eintreffen 
eines Ereignisses begünstigen, als die dieses EreigniGsi hervorrufende Ur- 
saclie (wie sich dies durch die Sache selbst rechtfertigt), so giebt dies Ge- 
legenheit, die Ursachen mit der durch sie bedingten Wahrscheinlichkeit za 
vergleichen. Bezeichnen wir die Ursachen ^ welche das Einireffen zweier 
Ereignisse bedingen, durch ti| , u^ und die durch sie bedingten Wahrschein« 
Ifcbkeiteii durch u^i, «r,, so ergiebt sich 

10. €i| :€i| =: t/7| : IT,. 

Die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Eintreffen der Ereignisse zu- 
gehören, stehen zu einander in demselben Verhältnisse, wie die Ursachen, 
auf welchen das Eintreffen der Ereignisse beruht; und umgekehrt. 

11. Die Ursachen, welche für das Eintreffen der Ereignisse spre- 
chen, stehen in demselben Verhältnisse, wie das Eintreffen der durch sie 

■ 

herbeigefährten Erscheinungen, oder wie die letztern zugehörigen Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Der Satz (II.) ist der umgekehrte von (10.). Beide bezeichnen den 
Zusammenhang zwischen Ursache und Erscheinung, welchen zu kennen 
wichtig ist, da er den Weg zum Auffinden neuer Erkenntnisse zeigt. 

Die in dem vorhergehenden Paragraph aufgestelllen Sätze bilden 
nach unarerer Ansicht die Grundgesetze, worauf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung beruht, und die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung beschäftigt 
sich mit der Anwendung dieser Gesetze anf einzelne Fälle. 

Die aufgestellten Gesetze sind sehr einfach; aber ihre Anwendung 
und die Behandlung der einzelnen Fälle findet oft viele Schwierigkeiten. 

Das Gebäude der Wahrscheinlichkeit beruht, wie §. 2. zeigt, auf 
der Ermittlung der einfachen Wahrscheinlichkeit. Aus ihr wird die zu- 
sammengesetzte sofort abgeleitet. Gerade aber die Bestimmung der ein- 
fachen Wahrscheinlichkeit ist oft einer der schwierigsten Puncto und nimmt 
die Aufmerksamkeit in hohem Grade in Anspruch. 

Ueber die Art und Weise, wie die Wahrscheinlichkeit des einzel- 
nen Falles aufgefunden oder bestimmt werden kann, lassen sich, wie leicht 
zu sehen I keine Regeln oder Gesetze aufstellen. Unter allen Mitteln, 
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welche zor AuflösaDg eines Probleme dieoeo köuneu, ist dM 
das beste; und es soll in deu folgeoden Untersocbaogen hierauf besobdere 
Rflcksicht genommeo und das ZaruckgretfeD auf künstliche oder eutferut 
liegende Mittel so viel ab möglich vermieden werden; denn je einfacher 
die Entwicklungen sind, desto mehr dürften sie die Ausbildung einer Wis- 
senschaft fördern. 

Bei Bestimmung der einfachen Wahrscheinlichkeit ist nach 1. $k % 
das Verhältnifs zwischen der Zahl derjenigen Fälle, welche dem Eintreffen 
einer Begebenheit gunstig sind, und der Zahl aller möglichen mit dem Bin« 
treffen eines Ereignisses in Verbindung stehenden Falle zu ermitteln. Da- 
bei wird immer vorausgesetzt^ dafs alle die einwirkenden Fälle jfleieA 
möglich sind. Sind sie nicht gieick möglich, so muf» der verschiedene 
Grad der Möglichkeit bestimmt werden; was oft sehr schwierig, oft aus 
mangelhafter Kenntnifs der Umstände unausführbar, in manchen Fällen aber 
unwichtig und undankbar ist. Deshalb wird im Folgenden hierauf in der 
Regel nicht Rücksicht genommen werden. 

Was nun die im vorigen Paragraph aufgestellten Grundsätze betrifft, 
80 dürften sie als die hervortreten, denen der Character der Allgemeinheit 
zukommt, und die daher geeignet »ind^ die Grundlage einer Wissenschaft 
zu bilden. 

Laplace bat in seinem yyEeeai phUosophique sur les probabiÜten^\ 
die er als Einleitung zur 3ten Auflage seiner ^Theorie anafyiigue des pra^ 
babitites'' vorausschickte, zehn Grundsätze aufgestellt, die er als Grundlage 
dieser Theorie betrachtet, die aber nicht alle mit den hier aufgestellten zu* 
sammenfallen und die nach unserer Ansicht nicht die erforderliche, eben be- 
zeichnete Eigenschaft zu haben scheinen^). 



*) Die von Laplace aufgeslellteo Grands&tse lauten wie folgt: 

/^ Principe. 
Lo prom.ier de ce8 principes est la defiuition ro£me de la probabilite qui, conune 
on Fa vu^ est le rapport du nombre des cas favorables, a celui de tous les cas possiblea 

//* Principe. 
Mais cela suppose les diyers cas ^galement possibleSt S'ils ne le soot pas^ on 
detorminera d'abord Icurs possibilites respectives dout la juste appreciatioo est un des 
points les plus delioats de la theorie des hasards. Alors ta probabilitA S6ra la sotaine 
des possibilitte de chaque cas favorable. 

HP Principe. 
Si les evcnemeos soot iuocpendans les uns des autres; la probabilite de Texistence 
de leur en^emble est le produit de leurs probabUites particulieres. 
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|eslellle GroDdsatx fiUlt mit dem in 1. %. S. 

^imngelt eine genaue Erörternng und Pixi- 
> fkuagen, welche den Satz eröffaen. Bind Re- 
j'-n t>cl Bearbeitong der IVissenschafit , dienen 
koit, aod geboren oflenbar einem GrnudwUxe 
loiL-rkungen entfernt, so schliefst sich der Inhalt 
I den des ersten Giundsatzes an, daTs noch 



im tvfcoemeat simple dani les mAmet ciroonstiacea^ 
V ''■ts, «St egkle ä la probabiliti d« «ot £ ' 
1 ' .^ par ca noBÖrs. 



. 1 d^jflt 1*011 de Pantr«, U probabiliti da Ykvhan^ 
r ilwbilit^ du pnmiar Avinement, p«r U probabi- 
iiJtre arriven. 
>' Prineipe. 

•"hftbiliti de l'sTineiaBiit airive, et la probabilite 
•X d'ua antra, qo'on attend; la aeeonde proba- 
PT«babiliti de Nvinemeat attendu, ür^ de l'ivb- 

i'l' Principe. 

i> <: ua eränMiifliit obaerri peut dtre attiibue, est 
-'inblanee, qn'il est plm probable qae oette eaase 
IIA liau; la probabiliti de l'exiateoea d'ana qoel- 
'r'ai-tioii doDt la num^rateur est la probabilite de 
. H dont la diao«inateuT eat la somine des pre- 
i'^c cause«} ai ccs direises canses eonaiderMS k 
ini'l au lieu da la probabilite de l'svinement, re- 
i)ii)Huit da eatte probabilite, per oelle de la cause 

■II' Principe- 

In -r est la somBM des prodirits de la probabi- 
ui : obaenri, par la pnbabiliti qua cetta cause 

Prinap», 
iiiatiqse) dopend des phiaieurs evenemasaj 
•Ais de h prababiliie de ehaqna ivenemeDl;, 

■ ncipe, 
, dont lea noa produisent un bian, et les 
resoltS} ao Taisant ane sonnie des pro- 
j'.tvorable, pai le bien qu'il procnre et ea 
<; de la probabilite de ebaqoe iv^ement 
6t la seooode aomme l'cmpOTle aur la 
iiice se cbaoge «n oiainte. 

:it petita, cat ^gala ä aa valear abeoloe, 
30 
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ein weiteres Criterinni zur Uoterscheidang angegeben sein sollte. Da 
aber eine Wiederholung nicht in der Absicht des Verfassers liegen konnte» 
M lafst sich der Inhalt des letzten Satzes, worin der Grundsatz ausge- 
sprochen ist, nur mit dem in 6. %.2. angegebenen zusammenstellen, wenn 
er anders Bedeutung haben soll. Laplaee hat aber die Erörterungen und 
Unterscheidungen , auf welchen der in 6. S» S. angestellte Grundsatz beruht, 
nicht gegeben, ob sie gleich nicht hätten umgangen werden sollen. 

Unter Nr. IlL und lY. hat Laplaee zwei Grundsatze aufgestellt, die 
sich bei näherer Untersuchung offenbar als identisch zeigen, und deswegen 
auch ia einen Grundsatz zusammenfallen mflssen. Die bedingte Wahrschein- 
lichkeit characterisirt sich nämlich auf zwei verschiedene Arten. Entweder 
liegt der Zusammenhang, worin zwei oder mehrere Ereignisse zu einander 
stehen , in ihnen selbst, und tritt ganz deutlich schon in ihrer AnkQndigung 
herror: oder er liegt in unserer Denkweise und in der Art, wie wir die 
Ereignisse auf einander beziehen, während diese selbst von einander un« 
abhängig zu sein scheinen. Im letzten Fall findet aber immer Zusammen- 
hang statt, und mufs stattfinden, wenn nicht ein Widerspruch entstehen 
soll. Denn es wäre nicht wohl denkbar, dafs Ereignisse, die unabhängig 
von einander sind, durch Rechnung in einen Zusammenhang gebracht wer^ 
den könnten. 

Dies wird durch Folgendes deutlicher hervortreten. A hat eine Urne, 
in welcher n mit den Zahlen 1, 2, 3, •... n bezeichnete Kugeln, B eine, 
in welcher m mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete Kugeln enthal- 
ten sind. Nun setzen wir folgende Fälle: 

o, A ziebt aus seiner Urne zuerst eine Kugel; dann B eine aus der 
seinigen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A die mit 1 
bezeichnete Kugel und B die mit derselben Zahl bezeichnete Kugel 
ziehen werde? 
h. A und B ziehen gleichzeitig eine Kugel aus beiden Urnen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafis die beiden gezogenen Kugeln 
die Zahl 1 haben werden? 
€. A und B ziehen je eine KugeL Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs eine von den zwei gezogeneu Kugeln die Zahl 1 trage? 
JL A zieht eine KugeL Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie 
die Zahl 1 trage? B zieht eine. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafis sie die Zahl 1 trage? 
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lo dem Falle o« ist der Zasammenhang, worio beide Ereignisse 
stehen, deutlich angekfindigt. In b. ist dieser Zusammenhang durch die 
Betrachtungsweise eingeführt. Dasselbe gilt von c In d. ifindet kein Zn- 
sammenhang statt. Beide Ereignisse sind unabhängig von einander, stehen 
vereinzelt, sind auch nidht durch unsere Denkweise in irgend einen Zu- 
sammenhang gebracht. Der Calcnl kann also auch keinen hineinlegen. In 
a. und b. kommt die bedingte Wahrscheinlichkeit in Betrachtung^ in c. die 
bedingte und relative. 

Dafs nun Laplace den dritten Grundsatz dadurch verallgemeinert, 
dafs er sagt: „Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine einfache Begebenheit unter 
den nämlichen Verhältnissen mehreremal nach einander eintrete, ist gleich 
der Wahrscheinlichkeit des einfachen Ereignisdes , erhoben in die Potenz, 
welche durch die Anzahl der Wiederholungen bestimmt wird," können wir 
nicht billigen j denn dieser Begriff ist enger als der ihm vorhergehende, und 
keinesweges allgemeiner: gerade so wie der Begriff von Potenz ein be- 
sonderer Fall des Begriffes von Product ist. Ans dem in 7. $. S. auf- 
gestellten Satze folgt von selbst, dafs die bedingte Wahrscheinlichkeit in 
eine Potenz flbergeht, wenn das wiederholte Eintreften eines und dessel- 
ben Ereignisses in Frage steht. 

Jeder von den fibrigen Grundsätzen, die Laplace aufgestellt hat, der 
6te, €te, 7te, 8te, 9te und lOte gehören besonderen Zweigen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung an, und kommen nur dort zum Vorschein. Sie lassen 
steh alle aus dem Begriffe der zusammengesetzten Wahrscheiolichkeit ab- 
leiten und sind in der That nichts anderes, als die Anwendung der in $. 2. 
aufgestellten Sätze auf besondere Fälle; wie sich dies an dem gehörigen 
Orte deutlich zeigen wird. Sie betreffen z. B. die Erschliefsung der Ur- 
sachen aus den Wirkungen, des Eintreffens kflnfitiger Ereignisse aus vor- 
hergegangenen Erscheinungen, die Bestimmung des Werthes der Hofihung, 
des eines zu erwartenden Gutes u. s. w. und tragen deshalb nnverkennbar 
den Character der Specialität an sich. Dies ist der Grund, warum sie 
hier nicht als allgemeine Grundsätze aufgeführt sind. 

Der lote Grundsatz ist ein Satz, welcher der Lehre von dem Werthe 
der subjectiven Hoffnung angehört und von Dan. Bemaulii (Specmen 
iheariae novae de mensura sortis in Comment. Academ. scientiarum im- 
perialis Petrap. Ttnn. V. ad annos 1780 et 17B1. pag. 175.) zuerst auf- 
gestellt wurde. 

30* 
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Poiswn ist in seinem Werke „Recherckes aur la probabiHU des 
ßiffemens en mattere crimmette et en matiere eivile, precädies des rigles 
gindrales du calcul des probabllitSs.'' im Wesentlichen den von Laplaee 
anfgestellten Grundsätzen gefolgt ond hat sie noch um viele vermehrt, oder 
das Nähere erörtert Da sie aber nach der hier vorgetragenen Ansicht die 
oben gemachten Bemerkungen nicht zu entkräften scheinen, so konnte auch 
hierauf keine Rucksicht genommen werden. 



II. 

In einer Urne sind verschiedenartige Kugeln enthalten: nii Kugeln 
der ersten > 1712 der zweiten u« s. w., m^ der rten Art« ^mal wircl gezo- 
gen. Bei jeder Ziehung wird eine Kugel aus der Urne genommen und 
nach der Ziehung in die Urne zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in den p^ ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, 
in den p^ zweiten Ziehungen nur Kugeln der zweiten Art u. s. w., in den 
Pr letzten Ziehungen nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Durch das Zurückwerfen der gezogenen Kugel in die Urne bleibt 
die Zahl der Kugeln für jede neue Ziehung dieselbe. Bei Ermittelung 
der gunstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppeu , die erscheinen kön-> 
nen, kommen daher die Versetzungen mit Wiederholungen in Frage. In den 
Pi ersten Ziehungen können also Kugeln der ersten Art auf mi^* , in den 
P2 folgenden Ziehungen Kugeln der zweiten Art auf m^'^^fache Weise er- 
scheinen. Die Zahl der gunstigen Gruppen ist daher 

A = m^^.m^^.m^^ .... «•/'•. 
Die Zahl aller möglichen Fälle wird durch die Gruppen -Anzahl der Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus so vielen Elementen als die Kugel- 
Anzahl angiebt, und zur sovielten Classe bestimmt, als Ziehungen ge- 
macht werden. In Rucksicht auf 19. $. 10. meiner Gombinations- Lehre ist 
hiernach die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

1. UF = i — . * , — 5 X • 

(m^+ma + m,4-....inr)^«"t-»'»---»'r 

Hierin ist ^=/ii+/^2+r3+—- /'r- 
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Die Bediugaogen sind, wie oben. Die Ordnung, in welcher die 
Gruppen der verschiedenen Kugel-Ar(en nach einander erscheinen sollen, 
wird aufgehoben; die Zahl aber^ wie oft Kugeln von einerlei Art hinter- 
einander erscheinen sollen, wird beibehalten. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit unter dieser Bedingung? 

Die Anzahl der günstigen Kugelgruppen wird sich vergröfsern, und 
»war sovielmal als die Kugelgruppen , welche den verschiedenen Arten 
zugehören, unter sich versetzt werdeu können. Hiernach ist 

2 r(r— t)(r— 2)... .3.2. t.m,P«.m/»....mr>'r 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Die Wahrscheinlichkeit 
soll bestimmt werden, dafs in 8 Ziehungen überhaupt p^ Kugeln der ersten, 
l^a Kugeln der zweiten u. s. w., /^^ Kugeln der rten Art erscheinen werden? 

In diesem Falle können die einzelnen Kugeln der verschiedenen 
Arten in jeder beliebigen Stellung untereinander erscheinen. Dies ist in 
8 Ziehungen möglich; wobei jedoch die Beschränkung gilt, dafs je pi Ku- 
geln einer Art, je p^ Kugeln einer zweiten Art u. s. w. zugehören, die in 
ihrer Beziehung untereinander die gleiche Eigenschaft haben und daher 
nicht die volle Anzahl Versetzungen, sondern Versetzungen mit beschränk«* 
ten Wiederholungen bilden. Die fragliche Wahrscheinlichkeit wird 

^ s{s—±){8—2)....^.2A in/' . m^P» . m/' .... nir^r 

sein. Hiebe! ist 9 ^=^ pi'\-p^'\'p^-{' ....p^. Diese Gleichung hätte sich auch 
ans dem Begriffe der Zerstreuungen der Elemente mehrerer Reihen in 
Fächer nach 8. 12. meiner Combinationslehre ableiten lassen. 

Wählen wir in der Gleichung; 1, eine andere Ordnung, in welcher 
die verschiedenartigen Kugelgruppen erscheinen sollen, und bestimmen die 
zugehörige Wahrscheinlichkeit, so ergiebt sich leicht 

. m/«>m/».m/» ....mA m/».m/* .m3^< ....mr^r 

m,^'» . tu /» . jr/« .... m A 

Hieraus entnehmen wir folgenden Satz: 

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in bestimmter Ordnung auf einander folgen , bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung, in welcher sich diese Fälle aneinander anschliefsen sollen, 
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geändert y oder wenn eine bestimmte Reibenfolge in diesen Fällen dnreh 
eine andere beliebige bestimmte Reihenfolge vertreten wird. 

In einer Urne sind r KogeU Arten enthalten. Die erste zählt nii, 
die zweite »I29 die dritte m, n. s.w., die rte m^ Kngeln. «mal wird ge- 
zogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehnng 
nicht in die Urne zurückgeworfen wird. Wie grofs ist die Wahrscbein«- 
liehkeit, dafs in den pi ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, in den p^ 
folgenden nur Kngeln der zweiten u. s. w., in den Pr letzten Ziehungen 
nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Da die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne geworfen wird, 
so können hier keine Kugeln wiederholt erscheinen und es kommen daher 
bei Ermittlung der günstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die Ver- 
setzungen ohne Wiederholungen in Betrachtung. In den pi ersten Ziehun- 
gen können daher nur Kugeln der ersten Art auf f9i/'''~\ in den p2 folgen- 
den nur Kugeln der zweiten Art auf mj"^ '^^fache Weise erscheinen u. s. w. 
In 8 hintereinander folgenden Ziehungen können aber Kugeln aus allen mög- 
lichen Arten auf (ifii-j-iWt-f iii3-|-....m^)'l"'^ache Weise (14, 8.8. pag« 10 
m. Comb. Lehre) erscheinen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Hierin ist ;>i-f;>t4"/'3+****+/^r = *» 

FOr jede andere beliebige, aber bestimmte Reihenfolge im Erschei- 
nen der verschiedenartigen Kugelgruppen bleibt die vorstehende Gleichung, 
also auch die Wahrscheinlichkeit, dafs das In Frage stehende Ereignife 
eintreffen werde, unge&ndert, und wir begegnen auch hier dem in (5.) an- 
gegebenen Satze. Ist aber die Ordnung, in welcher die Gruppen der ver- 
schiedenen Kugel -Arten erscheinen sollen, nicht eine bestimmte, sondern 
gleichgültig, so kommen auch hier die Schlüsse, welche zur Gleichung (2.) 
gemacht wurden, in Anwendung, und die Wahrscheinlichkeit, dafs unter 
den vorher angegebenen Bedingungen r verschiedenartige Kugelgruppen, und 
von jeder Art eine bestimmte Anzahl hinter einander erscheinen werden, ist 

7. w s=s = 2 j : z- ^ 
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In einer Urne befinden sich zweierlei Kugeln: m^ Kngeln von der 
ersten nnd m, von der zweiten Art. Man nimmt (pi-^Pi) Kugeln einzeln 
beraus, ohne die gezogenen Kugeln in die Urne zurückzuwerfen. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs überhaupt pi Kugeln der ersten und p2 Ku- 
geln der zweiten Art erscheinen werden? 

Da keine bestimmte Ordnung für das Erscheinen der Kugeln vor- 
geschrieben ist, so können sie in jeder möglichen Zusammenstellung er- 
scheinen, pi Kugeln der ersten Art können daher durch alle Ziehungen 
zerstreut erscheinen, wenn nur die übrigen Ziehungen p^ Kugeln der zwei- 
ten Art zeigen. Die Zahl der günstigen Falle kommt daher mit der An- 
zahl der Gruppen überein, welche entstehen, wenn die Ellemente zweier 
Reihen in (pi-^-pi) Fächer so zerstreut werden, dafs die der ersten pi und 
die der zweiten die übrigen Fächer einnehmen, während sie Versetzungen 
bilden. Die gesuchte Gruppen -Anzahl ist nach S« 4i. No. 131. pag. 99 
m« Comb. Lehre 

Hieraus ist die Wahrscheinlichkeit 

In einer Urne sind r Kugel -Arten enthalten, m^ der ersten, nh der 
zweiten, m, der dritten u. s. w., m^ der rten Art. Man nimmt die Kugeln 
einzeln heraus, ohne sie in die Urne ssurückzu werfen. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dals pi Kugeln der ersten, p2 der zweiten, u. s. w., 
Pr der rten Art erscheinen werden. 

Durch weitere Verfolgung der eben angegebenen Schlufirweise er- 
giebt sich für diese Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

oder anders: 

j ^^ (p.4■y*4p.4••»♦yr)''^•*•^'•*^'^^-''-'-^m/»'-^ln/''-^m/''-^...m/'•'■-' 
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Der Zähler in 2. giebt die Anzahl der Gruppen an, welche entstehen, 
wenn die Elemente von r Reihen in {Pi'\'Pj-\-Pi'\'***^Pr) Fächer zerstreut 
werden, so da(s /i, Elemente der ersten, /i, Elemente der zweiten u.8»w^ 
p^ Elemente der rten Reihe in den Fächern vorkommen und zugleich unter 
sich Versetzungen in allen mOgüchen Stellungen bilden. Er rechtfertigt 
sich aus 41. und 42. der angefahrten Schrift und ergänzt und verallgemei* 
nert die dortigen Sätze. 

In einer Urne befinden sich zweierlei Kugeln, mi der ersten und 
m^ der zweiten Art (pi'\'p^) Kugeln werden auf einmal herausgenommen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs pi Kugeln der ersten und p^ Ku- 
geln der zweiten Art erscheinen werden? 

Es ist nach dem Sinne der Frage unzweifelhaft, dafs nur die- 
jenigen Gruppen in Betrachtung kommen, die nicht die nämlichen Kugeln 
in verschiedener Stellung, sondern verschiedene Kugeln in sich begreifen; 
denn die nämlichen Kugeln in verschiedener Stellung untereinander geben 
keine neuen Resultate. Hiernach müssen bei diesen Gruppen die Versetzun- 
gen ausgeschlossen werden, und die Gruppen selbst fallen mit der Ver- 
theilung der Elemente in Fächer zusammen. Wir erhalten die Zahl der 
gflnstigen Gruppen nach $• 39. pag. 90 der Comb. Lehre durch folgenden 
Ausdruck: 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

*• '^^"t^ni J?jr-- — \pUpn\i 

In einer Urne sind r verschiedene Kugelarten enthalten, nti Ku* 
geln der ersten, m, der zweiten u. s.w., m^ der rten Art Es werden 
{Pi'^P^'\'Pi***-Pr) Kugeln auf einmal herausgenommen. Wie grofc ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs pi Kugeln der ersten, pt der zweiten u. s. w«, p^ 
der rten Art erscheinen werden? 
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Setzt man die eben angegebene Schlufsweise weiter fort, so gelaugt 
man durch sie zu folgenden Ausdruck der gesuchten Wahrscheinlichkeit: 

In einer Urne sind r Arteu von Kugeln enthalten: nii Kugeln der ersten, 
Uli der zweiten, n^ der dritten Art n.s. w. Man nimmt {Pi'\-p2'\'P^'\' ••••Pr) 
Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln in die Urne zurOckzu- 
werfen, und bringt sie in eine Abtheilung zusammen; dann nimmt man 
(^i-f ^2 -f^s**** ^r) Kugeln heraus und bringt sie in eine zweite Abtbeilung. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der erstra Abtheilung p^^ 
Kugeln der ersten, p2 der zweiten u.s.w., pr Kugeln der rten; in der 
zweiten Abtheilung q^ Kugeln der ersten , ^^ Kugeln der zweiten u. s. w. , 
^^ Kugeln der rten Art erscheinen werden? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir die Glei- 
chung 2. oder 3. auf den vorliegenden Fall wiederholt anwenden. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ist die dort angegebene. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der zweiten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ergiebt sich aus den nämlichen 
Gleichungen, wenn man bemerkt, dafs nur noch (nii — pO Kugeln der ersten, 
{Ph, — Pt) Kugeln der zweiten Art u.s.w., (f/ir — p^ Kugeln der rtew Art 
in der Urne vorhanden sind. Diese Werthe sind daher in 8. oder 3. zu 
setzen und die so erhaltenen Resultate mit einander zu verbinden. Dem- 
nach ist die fragliche Wahrscheinlichkeit 

Der Ausdruck vereinfacht sich sehr, wenn die zusammengehörigen Facul- 
taten vereinigt werden. Es ist. 

Die Bedingungen sind wie oben. Man bringt (^^-j-yisj-^B^,-]..../^^) Kugeln 
aus der Urne in eine Abtheiluug, (9i-f ^z^f^j^h**** ^r) Kugein in eine zweite, 
(r,-|-r2-}-**--0 Kugeln in eine dritte u. s. w., (n+^2-h*--*^r) in die letzte (Arte) 

Crelle*! Joamal f. d. M. Bd. XXVI Heft 3. 31 
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Abtheilaug. Wie grofo isl die Wahrscheinlichkeit, dab in der ersten Ab- 
theiluDg pi Kugeln der erste», p2 Kugeln der zweiten n. s. w., Pr Kogdn 
der rten Art, in der zweiten Abtheilnng qi Kugeln der ersten, 9, der 
zweiten u.s. w., q^ der rten Art u.s. w., in der letzten y^ Kugeln der er- 
sten, 1^2 der zweiten u. s.w., i^«. Kugeln der rten Art enthalten sein werden? 
Setzt man die vorhin gemachte Schlolsweise fort, so ergiebt sich 
fBr die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Aasdruck: 

7. w = 

l'>'^l*>'^l^...l**'^m,"^''^m,"»'-^m."''"^^,..m:-''^^ 

Bier gelten folgende Bedingnngsgleichnngen: 

Pl'\'P2'\'Pi'\'****Pr = ^19 

und 

/^a + y^ + ^a-f-— ^a = «^ » 

Ferner kann Hi < oii, «2 ^ ^29 11, ^ 171, , •• .. Hr < oir min. 

In einer Urne sind r Arten von Kugeln enthalten: m^ Kugeln der ersten, 
m, der zweiten Art a.8.w. Man nimmt (Pi'\rp2'\'Pi'{' ••••Pr) Kugeln auf 
einmal heraus und bringt sie in eine Abtheilung ; dann (^i-f ^2 4~99'f ****f^r) 
und bringt sie eine zweite u.8. f.; endlich ()^i4~^2-F^s'f ****^r) Kugeln und 
bringt sie in die Arte Abtbeilung. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dab in der ersten Abtheilung pi Kugeln der ersten, p2 Kugeln der zweiten 
U.S. w«, Pr Kugeln der rten Art; in der zweiten q^ Kugeln der ersten, ^2 
der zweiten u«s.w., fr der rten Art enthalten sein werden u.s.f.? 

Benutzen wir die Gleichung 5. auf dieselbe Weise, wie wir so 
eben die Gleichung 2. oder 3. zur Auffindung der Gleichungen 6. iind 7. 
benutzten, so ergiebt sich ffir die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgende 

Formel: 

8. w = 
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Die BedingaDjB^iigleichangen siud dieselben wie in 7. Weisen unter den 
angegebenen Bedingungen alle Kugeln aus der Urne gezogen und in Ab- 
theiinngen vertbeilt, so bleiben die Gleichungen 7. und 8. noch immer in 
Kraft; die Bedingungsgleichungen erfahren aber einige Modificationen und 
gehen in folgende über: ^ 

yi + y» + y3 + —yr = «2> 



9. 



n + n + y3 + -..yr = «^r> 

ri + Vi + ^i+-**'i = »»1 = «'i? 

^2+y2+^a4"--»'2 = «»2 = ««2? 



In diesem Falle müssen natürlich gerade so viele Fächer angenommen wer- 
den ^ als Kugel -Arten vorhanden sind. 

Die Gleichungen 3» und fi.^ 7. und 8. stimmen au Inhalt äberein. 
Dies rechtfertigt folgende Behauptung: 

10. Unter den oben angegebenen Bedingungen ist es hinsichtlich des 
Erfolges einerlei, ob irgend eine Anzahl von Kugeln einzeln oder in Masse 
aus einer Urne herausgenommen und in eine oder mehrere Abiheilungen 
gebracht wird; denn die unter betden Voraussetzungen gewonnenen Wahr- 
scheinlichkeiten sind gleich grofs. 

Dieser Satz findet in allen Fällen Anwendung, wenn nicht eine be- 
stimmte Ordnung bei dem Erscheinen der einzelnen Kugeln in Betracht 
kommt. Letzteres ist bei dem Lotto der Fall, weil in diesem Spiele der 
bestimmte Auszug und die bestimmte Ambe besetzt werden können. Hier 
mOssen deshalb die Nummern einzeln gezogen werden. Bei den Carten- 
spielen z. B. findet der Satz seine Anwendung, und es können die Blätter 
eiiizeln oder partieenweise ausgegeben werden. Bei hinlänglicher Mischung, 
welche der Galcul voraussetzt, wird es auch in der That einerlei sein, 
auf welche Weise die Blätter ausgegeben werden. Da aber dies nicht 
immer sorgfältig geschieht, so giebt das Verlbeilen in einzelnen Blättern 
eine bessere Mischung. 

Sind die Anzahlen der verschiedenen Kugel -Arten einander gleich, 

also i7t^ = m2== . ..mr = m, und ebenso die Zahl der Kugeln, weiche in 

31 o 
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die verscbiedeuen Abtbeiluogeu gebracht werden solleu, so ergeben sich 
einfachere Ausdrucke. Aus 7. oder 8. uud 9. wird 

,j ^_ (1!!!)! 

l''''^l''«'^...l''-'^l*•'^l^'•^...l^-'^...^-|^l'''^...^-|^rm^'~^ 

Die Gleichungen 7. und 8. sind übrigens ganz allgemein; denn sie 
gelten noch, wenn auch nicht in jeder Abtheilung Kugeln von allen Arten 
vorkommen sollten. Für diesen Fall sind die Exponenten der betreffenden 
Facul(a(en zu setzen; wodurch die Göltigkeit der genannten Gleichungen 
in nichts geändert wird. 

Die Anordnung bei der Vertheilung in Fächer ist daher der Willkflr 
überlassen. 

8. 6. 

In einer Urne sind m weifse und n nicht weilse Kugeln enthalten. 
Man nimmt r Kugeln auf einmal heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs r weifse Kugeln erscheinen werden? 

Die Zahl der der Erwartung günstigen Kngelgruppen , ist, wie sich 

leicht ergiebt, —r-yr* ^^^ ^^^^ ^^^^ möglichen Gruppen ist "^^^ — . 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

Das nämliche Resultat ergiebt sich aus 7. 8.4., wenn dort mi^^m^ m^^zn, 
p^=ir, p2 = und r = l gesetzt wird. 

Die Mischung der Kugeln ist die gleiche. Zwei Ziehungen wer- 
den gemacht. In der ersten werden p Kugeln herausgenommen und, ohqe 
die Mischung zu untersuchen, bei Seite gesetzt. In der zweiten werden 
r Kugeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs r 
weifte Kugeln in der zweiten Ziehung erscheinen werden? 

Folgende Fälle können in der ersten Ziehung vorausgegangen sein : 

p weifse Kugeln und nicht weifse, 

1 p-i - - - 

P - - - 
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Benutzt man die Gleichung 4^ $• 6., ho sind die diesen Fällen entsprechen- 
den Kugelgrnppen : 

iPli T 1 • jp-i|i T j2|i • j/>-2 1 1 T • • • • 1 • jp-.i|i T"priT- 

Mit jedem dieser Falle sollen p weiüse Kugeln in der zweiten Ziehung in 
Verbindung treten. Im ersten Falle sind nur noch (m — p)y im zweiten 
(tn—p'\'t)j im dritten (m—p-\'2) jou s. w., im (p'\-l)teü Falle »i weilse 
Kugeln in der Urne zuräck. Diese Bemerkung fährt zu folgender, der 
Erwartung günstigen Gruppen -Anzahl, wenn wir fOr jeden einzelnen Fall 
die Glieichung zu 4. S. 5. mit Bäcksicht auf die veränderte Kugel -Anzah- 
len benutzen: 

••• I jp-m -^ j[pn r-^[pTr*"prr 

— "pl* L 11*^^* "* 1 * i?^* T |a|i • jp-jii +•••• jp-i|i 'HL ^ !»•'*]' 

nemlich, wenn die Facultät —rrr Acsgeschieden wird und die zur Ans- 
Scheidung nöthigen Veränderungen gemacht werden. 

Nun findet bekanntlich folgende Gleichung Statt: 

Wird die Gleichung 3. auf den vorhergehenden, in Klammern eingeschlos- 
senen Ausdruck angewendet, so ist 

Die Zahl aller möglichen Kugelgruppen, wenn unter den oben genannten 
Bedingungen p und r Kugeln in zwei Abtheilungen aus der Urne genom- 
men werden, ist 

EDerans ergiebt sich f&r die gesuchte Wahrscheinlichkeit : 



4. w 



, — {m+nr\ 
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Unter den oben angegebenen Bedingungen werden drei Ziehungen 
ans der Urne gemacht. Bei der ersten werden p, bei der zweiten g Kugeln 
herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in besondere Abthei- 
lungen gebracht. Bei der dritten werden r Kugeln herausgenommen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der dritten Ziehung nur r weifse 
Kugeln erscheinen werden? 

Die Fälle, auf deren Betrachtung die Beantwortung der vorliegen- 
den Frage beruht, und die in dem Schema 2. angegeben wurden, bleiben 
ungeftndert. An jeden einzelnen Fall schliefsen sich die in dem nachfol- 
genden Schema verzeichneten Fälle an, welche in der zweiten Ziehung 
eintreten können: 

g weifse Kugeln und nicht weifse werden gezogen, 
g-1 . -.1. - 

6. ;y-2 ... 2 ... . 

t - . - g—l .... 

- . . y . . 

An jede Verbindung von je zwei in dem Schema 8. und 6. angegebenen 
Fällen knüpft sich die Erscheinung von r weissen Kugeln in der dritten 
Ziehung. Wir erhalten nun durch den Zusammentritt des ersten Falles im 
Schema 8. mit allen Fällen des Schemata 6. und mit r weifsen Kugeln 
der dritten Ziehung folgende Anzahl: 

Dieser Ausdruck entsteht, wenn die Facultät ^ — r^^ — ausgeschieden und 
dann die erlialtene Reihe nach 3. behandelt wird. Durch den Zusammentritt 
des zweiten Falles im Schema 2. mit allen Fällen im Schema 5. und wei. 
tern r weifsen Kugeln in der dritten Ziehui\g erbalten wir folgende Anzahl: 



te. öttinger, Unfersuehungen über ^e Wahr^ekeinßckkeit^reehnung. 289 

^*~ IP-Mi 'i L pm • JrTT r"T"' i^T • ^9=171 — 

» l^Ii • j9-«|i • jtn ["•••• J?"i"l— • TTTi J 

~ 1P-*I* • y fM l j9M T 1 • J9-M» 

i" i2|i • J9-2M *"'*** i^l-* J' 

Darch den Zasammeutritt des dritten Falles im Schema 2. mit sämmtlicbeu 
Fällen im Schema 5. und mit r weifsen Kugeln in der dritten Ziehung 
erhalten wir durch eine ähnliche Behandlungsweise folgende Anzahl: 

fi A — ^'''"^ H^'-* (m— r)^«-* (m-f-n— y — r)^i-' 
^ -^ — jrii • j2|i • p=äTr • ^i • 

Fährt man auf diese Weise fort, die Fälle im Schema 2. der Reihe nach 
mit sämmtlichen Fällen im Schema 5. und mit r weiüsen Kugeln in der dritten 
Ziehung zusammentreten zu lassen, so ergiebt sich aus 6«, 7., 8. u. s. w. 
folgender Ausdruck: 

»• ^ = -irrr* pn 1 IpTi r^ — -^^=111 

j_n^ (m— r)P-^'"' 1 1 ?!^1 

T irnr • ^FSTi r •••• t "^pTtJ 

irll •• j[pTi • J7M |rll * jPU 49!* ' 

wie sich durch Benutzung der Gleichung 3. ergiebt. Die Zahl aller möglichen 
Fälle, welche entstehen, wenn (m-f it) Kugeln in drei Abiheilungen zu Pf 
q and r Kugeln vertbeilt werden, ist 

Aus 9. und 10. ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

11, tO = ; j . - 4 . . 

Diese Scblfisse lassen sich leicht weiter fortsetzen und auf das 
Erscheinen von r weifsen Kugeln in jeder beliebigen spätem Ziehung 
übertragen. Werden daher (A;—l) Ziehungen gemacht, in welchen p^, p^^ 
P^j . . , . pi^i Kugeln, ohne die Mischung der erschienenen Kugeln zu un- 
tersuchen, herausgenommen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
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in der Arten Ziehoog r weifse Kugeln erscheinen werden, weni^ r Kugeln 
in dieser Ziehung herausgenommen werden, 

Die Vergleichnng der unter 1. 4. 11. und 12. gefundenen Resultate 
führt zu folgendem Satze: 

13. Werden aus einer Urne, welche m Kugeln von einer und n 
von einer andern Art enthält, mehrere Ziehungen gemacht, in diesen Zie- 
hungen /?!, P29 Pzj •••• Pr Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mi- 
schung zu kennen, in verschiedene Abtheilungen gebracht, so ist die Wahr* 
scheinlichkeit in irgend einer Abtheilung, in welche gerade pk Kugeln auf 
einmal gebracht wurden, nur Kugeln der einen Art zu erhalten, so grofs als 
die Wahrscheinlichkeit, Kugeln derselben Art in einer früheren oder spä- 
teren Abtheilung zu erhalten, wenn die gleiche Zahl von Kugeln (pj,) in 
dieser Abtheilung vorkommt* 

Die Zahl der vorhergegangenen Ziehungen und die Zahl der darin 
erschienenen Kugeln hat hiernach auf die fragliche Wahrscheinlichkeit un- 
ter den genannten Bedingungen keinen Einflufs. An diese Bemerkung knüpft 
hieb unmittelbar folgender Satz: 

14. Sollen aus einer Urne, in welcher zweierlei Kugeln enthalten 
sind, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben pu P29 p^^ •••• /^(.Kugeln 
herausgenommen und die Kugeln, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtbeilungen gebracht werden, und wünscht man in einer Abtheilung 
nur pi Kugeln von der einen Art zu erhalten, so ist die Ordnung, in welcher 
die genannten Kugelmengen herausgenommen und in die Abtheilungen ge- 
bracht werden, gleichgültig. 

Sind aber unter den genannten Bedingungen schon mehrere Zie- 
hungen gemacht, und kennt man die Mischung der dabei erschienenen Ku- 
geln, so ändert sich das Verhältnifs der in der Urne zurückgebliebenen 
Kugeln; aber nicht die Schlufsweise. Sind nämlich schon a Kugeln der 
ersten und b der zweiten Art erschienen, so ist die Wahrscheinlichkeit, in 
irgend einer Ziehung, worin r Kugeln auf die oben angegebene Weise 
herausgenommen werden, nur Kugeln der ersten Art zu erhalten: 

Ist die Zahl der beiden Kugel -Arten gleich, also m = n, und wird nur 
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eine Kugel jedesmal heraosgeuommen, so gebt f. 4. 11. oder 12. in 

16. w = ^ 
Über. Die WahrscheiDlichkeit , bei jeder Ziehaug eine weifse Kugel er- 
acheinen zu sehen , ist daher 0,5 ; wenn auch schon niebrere Kugeln gezo* 
gen sind, deren Mischung man nicht kenot. 

Die bis jeta^t gefundenen Resultate gelten vorerst nur von zwei 
Arten von Kugeln. Sie lassen sich jedoch leicht auf mehrere Arten von 
Kugeln ausdehnen. Es ist nur nöthig, einer Kugel-Art mehrere zusammen 
gegenSber zu stellen, und die zweite als Repräsentant von mehreren za 
betrachten. Setzt man daher 

n = iWi-j-»i2-}-i7i3-|-..*.f7i,.£ und w = w,, 
80 gebt die Gleichung IS. in folgende über: 

4 1« 'a« 



Die hier gefundenen Gesetze gelten, wenn sich das Erscheinen von 
Kugeln einer Art nur auf eine Ziehung erstreckt. Sie gelten aber auch, wenn 
ea aich auf mehrere Ziehungen erstreckt. Dies fiihrt zu folgender Frage : 

In einer Urne befinden sich s Arten von Kugeln, von denen die erste 
Uli, die zweite in,, die dritte tn^ u. s. w., die sie m^ Kugeln zahlt. Man 
sueht zweimal und nimmt in der ersten Ziehung p, in der zweiten q Kugeln 
heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in beiden Ziehungen 
nur Kugeln von einer Art (mO erscheinen werden. 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich aus %. 2» leicht. Sie ist 



A 



m 



/*""' (^iT-M^' m,^'-' 



" |Pli • i^M |p|J |V|1 • 

Zahl aller mögUchen Fälle ist, aus den nämlichen Gründen, 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

18. w = '^' 



Die Bedingungen sind dieselben. Man zieht dreimal, nimmt in der ersten 
Ziehung k Kugeln heraus, die man, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine 

• 

Abtheilung bringt. In der zweiten Ziehung nimmt man p, in der dritten 
^Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den beiden 
letzten Ziehungen nur Kugeln von einer beitiromten Art (//ti) erscheinen 
werden? Es sind folgende Fälle zu untersuchen« 

Crelle*» Journal L d. M. Bd. XWI. Ucfc 3« 88 
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lo der ersten Ziehimg erscbeiiien 

p SLugela der bestimmteo Art, Kugeln von den übrigen Arten, 
p — 1 - - - - 1 Kngel - - 

19. Z/'— 2 - - - - 2 Kogeln - - 

1 Kugel - ^ • p—i - . - 

Nach dem Früheren ist die Zahl der biednroh bedingten Gruppen, wenn 
die Zahl der Obrigen Kugel- Arten der Kürze wegen mi-{~m,4->>i4-f •«••«!« 
= n gesetzt wird, 

^i T "i^-i 1 1 '"X » 1^-3 1 & • l^li "1 |ft-3|i • is|i !"•••• t*|i • 

Mit jedem dieser Falle sollen (p -f* 9) Kugeln von der bestimmten Art in 
den zwei folgenden Ziehungen In Verbindung treten. Es findet sich 

ird aus den Gliedern dieses Ausdrucks die Facultat |^ ^\i aosgeschie* 
den, so gebt derselbe in folgenden über: 

i'^'ü^iu — ?Ti; — * — F^Ti TTTT- — u^i — r — ^[HTJ 



ie Zahl aller möglichen Falle ist 



Hieraus ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

80. tr = •^^ 



Dasselbe Resultat wflrde man erhalten haben, wenn man die Wahr«* 
scheinlichkeit bestimmt hätte, dafs in der ersten Ziehuug p, in der dritten 
q Kugeln einer bestimmten Art erscheinen werden , Mrahrend in der zwei-^ 
ten Ziehung AKugelo herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu ken- 
nen, in eine besondere Abtheilung gebracht werden. 
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Ffibren wir die obige Sclilnfiarweise weiter fort^ so findritt wir leiobt, 
dafs die Gleichung 80. unverändert bleibt, wenn anch Kugeln von einerlei 
Art in je zwei spatern Ziehungen, aio mögen nniiiittelbar, oder nicht unmit- 
telbar aufeinander folgen, erscheinen sollen. Wird auch das in Frage ste- 
hende Ereignifs noch zusammengesetzter als bisher, so ändert sich doch an der 
Scbinfsweise nichts; selbst nicht in dem Fall, wenn mehrere KngeU Arten 
in den verschiedenen Abtbeilungen vorkommen sollten. Berücksichtigen wir 
femer, da(s dabei mehrere Kugel -Arten in einer und derselben Ziehung 
vorkommen können, und dafs die Ordnung unter den Kugelroongen, die in 
den verschiedenen Ziehungen erscheinen sollen, keioe Aenderung des Re- 
sultats bedingt, so werden wir zu folgendem Satze geführt. 

21. Werden aus einer Urne, die beliebig viele Kugel -Arten ent- 
bilt,. mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben die Kugelmeägen pi , p^y 
Piy»*Pr herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht, und mau dann verlangt, dafs in einer oder in 
mehreren Abtheilungen Kugeln von einer bestimmten Art oder von bestimmten 
Verbaltnissen aus verschiedenen Arten enthalten sein sollen, so ist die Ord- 
nung, nach welcher die Kugeln in die verschiedenen Abtbeilnngen gebracht 
werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen Abtheilungen, gleich- 
gOltig, und es kann Jemand, der pi Kugein von beliebiger IMJschung aus 
einer Abtfaeilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtheilung 
Wahlen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Sind schon mehrere Ziehungen gemacht , und ist das yerhältnifs der 
dabei erschienenen Kugeln bekannt, so Ändert sich nach Maalsgabe der 
Gleichung 16. die Zahl der vorhandenen Kugeln { aber nicht die hier be- 
folgte Schlufsweise. 

Ein i^pecleller Fall des hier behandelten allgemeinen Problems, näm- 
lich No. 16.. findet sich im Journal de Cecolepolytechtu T. XV. Cah. XXIV. 
pag.964 — 978 auf ziemlich weitläuGgem Wege behandelt« Das dortige 
Problem ist nur in der Form von dem hier aufgestellten verschieden, und 
zugleich sehr speciell. Es lafst jsich allgemeiner so stellen: 

In einer Urne sind r KugeUArten enthalten, p Kugeln werden heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine zweite Urne gebracht. 
Man zieht von den Kugeln der zweiten Urne q Kugeln heraus, und findet, 
dafs sie einer bestimmten Art angehören. Darauf werden noch weiter «Ku- 

32* 
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gelo beraosgenommen. Wie grofs ist die Wahracheinlichkeity dab die ge- 
zogenen s Kogelo der nämlichen Art angeboren werden? 

Dieses Problem fällt mit folgendem zosammen. 

In einer ürne sind r Kugel -Arten enthalten. Man zieht y Kugeln 
ans der Urne »nd ßndet sie von einer bestimmten Art. In einer zweiten 
Ziehung nimmt man «Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs diese Kugeln der nftraUcben Art angehören werden? 

Denn es ist einerlei, ob man mehr als (f^f-^) Kugeln (etwa p) auf 
einmal aus der Urne nimmt, in eine zweite Urne wirft, von diesen zuerst 
q Kugeln trennt, das Genannte bemerkt, dann noch weitere 8 Kugeln da- 
von trennt und den Rest zurückwirft: oder ob man aus der ersten Urne 
direct zuerst q Kugeln und dann weiter s Kugeln herausnimmt, nachdem 
man an den g Kugeln der ersten Ziehung das Genannte bemerkt hat 

«• 7. 

Im vorigen Paragraph wurde das gegebene Problem unter der Vor* 
ausisetzung betrachtet, dafs die Kugeln auf einmal aus der Urne genommen 
werden. Die Kugeln können aber auch einzeln aus der Urne gezogen 
werden. Es fragt sich, ob dann die nämlichen Gesetze noch immer gelten? 
Dies fuhrt zu folgender Frage. 

In einer Urne sind zwei Arten von Kugeln enthalten, von welchen die 
erste m, die zweite n Kugeln zahlt. Man zieht r Kugeln einzeln heraus und 
wfrft die gezogenen Kugeln nicht in die Urne zurück. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln von der ersten Art sind? 

Die Zahl der gunstigen Kugeigruppen ist m''''*S die ^U^r möglichen 
ist (m-^-ny^''^ Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die Bedingungen sind wie oben. Man zieht zuerst p Kugeln einzeln 
heraus und bringt sie, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine Abtheilnngt 
dann nimmt man r Kngeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln an« 
ruckzuwerfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den r letzten 
Ziehungen nur Kugeln der ersten Art erscheinen werden? 

Es sind hier folgende Falle möglich. In den ersten p Ziehungen 
erscheinen 
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p Kogelo der ersten Art und Kugeln der zweiten, 
p—\ - - - - - 1 Kugel 
*• {p—'i 2 Kogebi - 

p ^ ^ ^ 

Die Betrachtung des ersten Falles fiibrt 7.u folgender Gruppen -Anzahl: 

Nach dem zweiten Falle kann eine Kugel zweiter Art mit p — 1 Ku- 
geln erster Art in Verbindung treten. Hieraach kommen die Zerstreuun- 
gen von zweierlei Elemenk*n in p Fächer in Frage, so dafs ein Element 
der einen Reihe mit p — 1 Elementen der andern zusammentritt« Nach $• 42. 
der Combinationslehre ist die zugehörige Gruppen -Anzahl 

Nach dem zweiten Falle kommen die Zerstreuungen von zweierlei Ele- 
menten in p Fächer in Frage, so dafs zwei Elemente der einen Reihe mit 
p — 2 Elementen der andern Reihe in Verbindung treten. Die Gruppen- 
Anzahl ist 

Durch Fortsetzung dieser Schlflsse ergiebt sich folgende Gruppen «Anzahl: 

Mit jedem der in 3. aufgeführten Fälle sollen p Kugeln der ersten Art in 
den r folgenden Ziehungen zusammentreten. Dies fuhrt zu folgendem Aus- 
drucke : 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe läfst sich nach folgender Gleichung 
Summiren : 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen ist demnach 
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die alier mögUcbe^ ist 

C= (m+n)^«-* = (m+n/i-^Cm+n— ry«-'. 
Die gesuchte Wabrscbeiälichlteit ist 

Vergleicht inao die iu 1. und 5. gefüodeoeii fiesoltaie mit deoeii im vorigea 
Paragraph gefundeoeo, 1. und 4*^ so liegt ihre Identität vor Aageo. Setzt 
man ouo die eben bezeichDele Schlafsweise weiter fort* so wird man auf 
folgenden Satz geführt: 

6« Die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten nicht nnr, 
wenn die Kugelroengen auf einmal, sondern auch, wenn die Kugeln einzeln, 
aber in gleicher Zahl, aus der Urne genonjmen werden« 

Die Art und Weise, wie die Kugeln aus der Urne genommen werden, 
bat also unter den vorliegenden Bedingungen auf das zu erwartende Re- 
sultat keinen Einflufs; wie wir solches auch schon unter andern Voraus- 
setzungen in $. 4. und S« 5. gesehen haben« 

S. & 

In einer Urne sind m weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es 
wird ;imal gezogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen. So oft eine 
schwarze Kugel erscheint, wird sie zurückgeworfen, so oft eine weifse er- 
scbeiuti wird sie durch eine schwarze ersetzL Wie groCs ist die Wahr- 
scbeinliebkeit , dafs nach p Ziehungen r weibe Kugeln erscheinen, also 
noch m — r weifse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine weifse 

Kugel zu ziehen, ist . , die, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist , • 

Diese Wahrscheinlichkeiten bleiben unverändert, so lange nur schwarze 
Kugelu erscheinen. Sie andern sich, sobald eine weifse Kugel erscheint. 
Die Zahl der weifsen Kugeln vermindert sich dann um eine; die der schwar- 
zen vergrofsert sich um eine. Die Wahrscheinlichkeiten, eine weifse i]nd eine 

schwarze Kugel m ziehen, gehen dann in — r~ und -^ über. Ist noch 

eine weitere weilse Kugel erschienen, so ändert sich die Zahl der Kugeln 

wiederholt, nnd die Wahrscheinlichkeiten gehen in — r— und — ^ über u. s. w. 

Zur Beantwortung der vorliegenden Frage werden wir durch Be- 
trachtung einfacher Fälle gelangen. W^ir bestimmen zuerst die Wahrschein- 
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Uohkeit, dafa unter den genannten Bedingungen gerade eine weifse Ku- 
gel (nicht mehr, nicht wenigerj gezogen werde. 

Soll dies geschehen, so müssen folgende Falle eintreten : die weifse 
Kugel erscheint entweder gerade im ersten, oder im zweiten, oder im drit- 
ten u. 8, w., oder im pten Zuge. Jeder Fall setzt voraus, dafs in den 
übrigen p — 1 Zügen nur schwarze Kugeln erscheinen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs die weifse Kugel gerade in der ersten Ziehung er- 
scheine, ist 

m 

diejenige t dafi» sie gerade in der zweiten Ziehung erscheine, setzt voraus, 
dafs in der ersten und in den p — 2 letzten Ziehungen eine schwarze Kugel 
erscheine. Bs ist also 

Diejenige, dafs sie gerade in der drilten Ziehung erscheine, erfordert 
das Vorausgehen von zwei und das Nachfolgen von p — 3 schwarzen Ku- 
geln. Sie ist 

Die Wahrscheinlichkeit, dafe in der letzten Ziehung die weifise Kugel 
erscheine, heruht auf dem Vorausgehen von p—i schwarzen Kugeln. 
Sie ist 

Einer dieser F&lle kann eintreten. Die Wahrscheinlichkeit fär den 
angegebenen besondem Fall ist 

Die in den Klammern eingeschlossenen Ausdröcke stellen sich als die Sum- 
menproducte der Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n, it-^l 
zur (p— l)(eu Classe nach §. 28. m. Combinationslehre dar. Diese Bemer- 
kung fahrt zu folgender Formel: 

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dafii in p Ziehungen gerade 
zwei weifse Kugeln erscheinen werden. 



. m 

1. w = 
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Folgende FSUe genägen. Die beiden weiüseo Kugeln erscheinen gerade 
in der Iten u.8ten, Iten n.Sten, Ken u.4ten n.H.vi.j Ken u,;9teu Ziehung, o4er 
in der tten u. 3ten, 2ten u. 4ten, Sten n. 5ten u. s. w., 2ten u. /;teu Ziehung , oder 
in der 3ten u. 4ten, 3ten u. oten, 3ten u. 6ten u. s. w«, 3(eo u. ^teu Ziehung u. ou w., 
oder endlich in der {p — l)ten und /f^teu Ziehung. Die Zahl diener Fälle 
kommt mit den Zerstreuungen von zwei Elementen in p Fächer uberein. 
Soll nun die Jedem einzelnen Falle entsprechende Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt werden, so ist zu beachten, dafs das Erscheinen einer schwarzen 
Kugel in den vorausgehenden, zwiscbenliegeuden oder nachfolgenden Zie- 
hungen mit in den Caicul aufgeDommen werden mufs. Es ergeben sich 
daher folgende Ausdrücke för die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten: 

_ m (n + *) >»— 1 (n+2)P-3 ^ m^>-*(n4-l)(yi-|-2y^ 
m (n-f 1)» m— 1 (m f J^ ^ w^i-Hw+l)Mn+2)P-^ 



Wx = 



u; 



M m (m--l) 0Hh2j^ __ m^i-'n(/i-f2)P-> 



w 



» 



Der letzte Fall giebt 

nP-*fn{m—\) m* ' "^ nP"" 

^"^ (iw4-/OP-*(m4-w)(m+n) (n^-j-ny* * 

Die Zähler dieser Wahrscheiolichkeiten sind die Froductonsummen der Ver« 
binduugen mit Wiederholungen aus den Elementen n, n-j-l, ^4"^^ ^^i* 
(p — 2)ten Clas()e, wenu mau den allen gemeinschaftlichen Factor tn^^'^ 
ausstößt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit i^t demnach 

Wird diese Untersuchung auf dem bezeichneten Wege fortgefühK, so er- 
giebt sich für die Wahrscheinlichkeit des oben aufgestellten allgemeinen 
Problems folgender Auisdruck: 

*• "^ = i^p-'^^'^"' '*+^' «^^ "+3' ••••»4-»'r'- 
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Setzt man r = M, so ergiebt sieb die Wabrscheinlickkeit, dafsjii p Zie- 
bangen alle weifs^e Kugeln erscheinen werden. Sie ist 

Obgleieb diese Gleiebnogen nur formell sind, so haben sie doch den Vor- 
Iheil, dafs sich die in $. 88. der Combinationslehre gegebenen Entwick- 
lungen auf sie anwenden las^^en. Nach Nr. 86. pag. 63 wird aus 4. 



6. w 



lMi(m + ii)P 



Nach Nr. 89. pag. 66 der Coinbinaüoasiehre gebt 4. in 

fiber. Die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Ziehungen alle weifse Kugeln 
eracbeinen werden, ist aus 6. und 6. 

Die Glieder der Reihen 6. und 8. convergiren stark, wenn p einiger« 
maCsen grofs ist. Bei Ermitilung der zugehörigen Zahlen werlhe lassen 
mA die in 8« 29. der Combinalionslehre angegebeneu Methoden anwenden. 
Fflr nicht sehr genaue Näherungswerihe kann mau sich auch folgender 
Verfahren bedienen. 

Es wird ohne bedeutenden Fehler in der Formel 8. ( ^"' ^"" ) 
können. Durch Einfuhrung dieser Werthe in 8. erhalt man annahrend 

Hieraus folgt, dafs der Werth von w wächst, wenn p wächst, und dafs 
bei hinlänglich grofsem p der Werth von w der Gewifsheit ganz nahe 
kommt ; wie dies bei immer weiterer Fortsetzung der Ziehungen stattfinden 
mofii« Die Gleichung 9. giebt daher die Möglichkeit, annäherungsweise die 
Zahl der Ziehungen zu bestimmen, die nöthig sind, um mit irgend einem 
Grade der Wahrscheinlichkeit alle weifse Kugeln erscheinen zu sehen. Es 
ist, nach einer einfachen Entwicklung: 

Grelle*» Journal f. d. M. B<]/XXVI. Heft 3. 33 
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,0. ;, = log (!-• «;> 

Eben so läfst sich die Zahl der weifsen Kugeln annäherungsweise bestim- 
men, die man in die Urne bringen mu(s, um einen bestimmten Grad der 
Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs bei einer Gesammlzabtl von Kugeln (s) 
alle weifse Kugeln in p Ziehungen erscheinen werden. Setzt man zu dem 
J£ndc «? = f/i -j- n , so entsteht aus 9» 

log w 



!!• m = - 



H [u- (1-i )'J 



Sind demnach in einer Urne 100 weifse und 100 schwarze Kugeln ent- 
halten, so mufs man nach 10« 989,6 Ziehungen machen, um t gegen 1 
wetten zu können, dafs unter obigen Bedingungen keiue weifse Kugeln 
mehr in der Urne zurück sein werden. Befinden sich 10 weifse und 10 
schwarze Kugeln in der Urne, so sind zu dem nämlichen Zweck 52,4 Zie- 
hungen nöthig. 

'Die Art, wie Laplace dieses Problem l)ehandelt, sieht man No. 17. 
pag. 284 seiner Tkeor. analjfL des probab. tY'* ed. Par. 1820. 

$. 9. 

In emer Urne sind m weifse nnd n schwarze Kugeln enthalten. £9 
wird ;;mal gezogen und bei jeder Ziehung eine Kugel herausgenommen. So 
oft eine weifse oder eine schwarze Kugel erscheint, wird sie zurück- nnd 
eine schwarze mit ihr in die Urne geworfen» Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in p Ziehungen r weifse Kugeln erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugeln ändert sich mit jeder Ziehung und wächst um 
die Einheit. Die Kugelmengen sind daher, nach der Reihenfolge der Zie- 
hungen, »i-!-n, m4' 71-^1, //i-|-n-j-2> wi-fn-[-3, .... m-f ;i-|-;i — 1. Die 
Zahl der weifsen Kugeln bleibt ungeändert; die der schwarzen aber wächst 
gleichfalls mit jeder Ziehung um die Einheit, und ist der Reihe nach n, 
n-fl, «42» •••• ^'h/' — '• Demnach werden auch die Wahrscheinlicli- 
keiten, in den verschiedenen Ziehungen eine weifse oder eine schwarze 
Kegel zu ziehen, veränderlich sein und von der in der Urne befindlichen 
Kugel- Anzahl abhangen. Die Wahrscheinlichkeiten, eine schwarze Kugel 
in der ersten, zweiten, dritten u» s. w.^ pteii Ziehung zu erhalten, werden 
der Reihe nach 
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*• iw+m' m+'it + l ' 'm-l-n+2 » m+ii+3 ' •*•• m + ii+;i— l 

sein. Die Wahrscheiniicbkeiten, eine weifse Kugel zu erballen, werden sein: 

^ m m m _ m m 

^' mT»' m+n + r* m^w + 2 ' m+ii + 3 » •*•• m + w'+7^=:i* 

Wir erwägen zuerst die Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs in p Ziehungen gerade eine weifse Kugel erscheinen werde? 

Die weifse Kugel kann entweder gerade in der ersten oder in der 
zweiten, dritten u. s.w., oder in der letzten Ziehung erscheinen. In jeder 
der übrigen Ziehungen darf sofort nur eine schwarze Kugel erscheinen. 
Fähren wir nun die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten aus den Formeln !• 
und 2. eiu, so erhallen wir folgende Zusammenstellung für die zu bestim- 
mende Wahrscheinlichkeit: 

m n-fl fi-f2 M-fä M 4-^—1 

m-j-n m-]-ii-j-l m-f-n-f^ m+w-fJ m+w-f-/» — 1 

J II m ii-|-2 ii- }-3 ^-\-p — ^ 

, n n-fl m >i-f 3 n-f/> — 1 

"^ m+n * m+n+l ' in-}-w4-2 * m4-w4-3 * *' * m-[-w-f ;> — 1 ' 

I n fi -f 1 w-f ^ twt nf -}- /^ — 1 

, _ Ä_ ii>f t ii4-^ _!*i?. n4-/>-2 m 

' m+M * m + »4l * m4-wi-2 * m-j-n-f 3 **'* m^-w-f/i-i* w-f-w-f^ti-l * 

Wird der allen Gliedern gemeinschaftliche Factor . 4. yu ausgeschieden, 

so bilden die zurückbleibenden Ausdrücke die Summen der Producte aus 
den Verbindungen ohne Wiederholungen zur (p — l)ten Classe der Ele- 
mente n, n-f 1, 114-3, ..•• n-^'p — 1. Für die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ergiebt sich dann folgender Ausdruck: 

Untersuchen wir nun die Wahrscheinlichkeit, gerade zwei weifse Kugeln 
in p Ziehungen zu erlangen, so ergiebt sich das nämliche Schema, wel- 
ches der Gleichung 3. im vorigen Paragraph vorausgeschickt wurde. Wen- 
den wir dieses Schema auf die Formeln 1. und 2. an, so erhalten wir fol- 
gende Zusammenstellung für die fragliche Wahrscheinlichkeit: 

33* 
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4- «^ = /^r.npii ^^(^^ »+n »+2, i»+3, ...•n+/f-iy-\ 



^ ~ m+w* m+ii + l • m+w + 2 ' m+w+3 "«•••• m+»+/i—l» 

I m n-j"! m fi-t*3 j n-^p — 1 

* m-f w* m-j-w + l m^n-\'2 * m-}-ti-|*3 ' *"*m+n4-p--l ' 

» m+n* m+jt+1 * m+»+2 ' m+w+3 + ••••m+w+/i— 1* 

I w__ n-H n-}-2 yi*f>3 , m m 

' m+M* m + w+l • m+w+2 * m+w^^ + *••* m+ii+p-2'm+w+p-l * 

Die Aosscheidutig des gemeinschaftlichen Factors aus sammtlichen Gliedern 
dieser Formel erzeugt Gebilde» welche die Summen der Prodocte ans den 
Verbindaiigen ohne Wiederholungen zur (p — 2)(en Classe der Elemente 
n, n'\'ly n-fS^ ^4*3^ ..•• ^-{-p — 1 'sind. Die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist demnach für den vorliegenden Fall 

Wir werden hierdurch auf ein leicht erkennbares allgemeines Gesetz geföhrf« 
Die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden allgemeinen Problems wird 
durch folgende Gleichung angegeben: 

*• •^ === (m^nyi^ ^^(«^ »+h n+2, .... ii+/i-ir% 
oder, wenn wir die Formel 70. %. 26. der Combinationslebre benutzeui 

Benutzt man aber die Gleichung 73. 8* 26. der Combinationslebre, so er- 
giebt sich 

(1, 2, 3, 4, ....p-\). 

Hier bedeuten SC\ SC\ SC\ .... die Productensummen der Verbindungen 
ohne Wiederholungen zu der ersten , zweiten , dritten Classe u. s. w. der 
untergeschriebenen Elemente. Endlich erhalten wir aus 77. $• 87. der Com- 
binationslehre folgenden Ausdruck für 5.) 

^- '^ ~ "Fl" ' ^^iyri • 

Für diese Gleichung sind die Entwicklungen von 80« pag. 54 der Combi- 
uationslehre zu berflcksichtigen. 
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Id einer Urne siud n, mit den Zahlen 1, 2^ 3, 4, •••• n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus. Wie grotii ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel grade in derjenigen Ziehung 
erscheinen werde, welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl angezeigt ist? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der gunstigen Kugelgruppen mit 
der Anzahl der Stellen -Elemente Obereinstimmt, welche entstehen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen von n Elementen zur pten Classe 
gebildet werden. Diese Anzahl ist in 134. $. 43. der Combinationslehre ange- 
geben* Wird sie durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen nP ' *^ gemes- 
sen, so ergiebt sich folgender Werth fdr die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Werden unter den genannten Bedingungen alle Kugeln gezogen, so geht 
1^ in n über und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist aus f.: 

^ 117 == 1 pjj -]- pjY "^ "JiTT T • • • • ( ; 



Bedeutet n eine etwas grotseZahl, so geht S. in folgende Gleichung üben 

8. w =: 1—^* = 0,6321205m •• 

Hier ist e die Zahl, deren natörlicher Logarithme die Einheit ist. Die Wahr* 
scheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammen^ 
treffen werde, ist aus 2., wenn alle Kugeln gezogen werden, 

Für ein nicht zu kleines n wird hieraus 

6. w ^= er^ z= 0,3678794 .... 

Die Gleichungen 3. und 6. gelten schon , wenn die Zahl der in der 
Urne befindlichen Kugeln 80 und mehr betragt. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs gerade r Kugeln, nicht mehr, und nicht weniger, in der Zie^ 
hungsreihe mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der gunstigen Gruppen leitet sich aus der Gleichung 142. 
8.44r der Combinationslehre ab, wenn dort p statt ^ gesetzt wird« Wird 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen getheiit, so findet sich fQr die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
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1 

Durch Weglassung der gleicheo Factoren erhält man 

»• "-i^^b-f^r+'^-i^r-M^r +■■■■]■ 

Werden alle Kugeln gezogen^ so ist p = n und es wird hieraus 

Ist (it — r) iiicht zu klein, so bat man 

Die Gleichung 6. dient^ folgende Frage zu beantworten* 
Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs wenigstens r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen 
in p Ziehungen zusammentreffen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn wir aus 6. die 
Wahrscheinlichkeit abnehmen, dafs gerade r, r-j-l, r'\-2^ •••• p — 1, ;!f Ku- 
geln mit den aufgeschriebenen Zahlen zusammentrefleii werden. Setzen wir 
allfflälig die genannten Werthe in 6», so erhalten wir Folgendes, nach etwas 
veränderter Darstellung: 

«'^lü-T^l-rTi- (»-'•)''"'" --FTT.— («-'-tr"-+ i?r.:r,Tr(«-^-2r'^"-'-....] 

1 rtiH-ii-i tiH-^i-i «'-•fsi-i 1 

i rfi''+2l.l ^r+3|-i r+4|-l . T 

SämmÜiche Glieder dieses Ausdrucks sind mit der Facultät „, . verbun- 

den. Lassen wir dieselbe vorerst unberücksichtigt und beachten die in 
den Klammern eingeschlossenen Reihen, so lassen sich dieselben iu schief- 
liegender Richtung zusammenzählen. Dabei ist nur nothig, die begleiten^ 
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den Facnltäten von p zu gleichen DimensioAen zu ergänzen. Dies giebt 
folgende Uinfonnungeu : 

— ~n"ä~' * "F+^nr («— r— -./ , 

/!:'!fllVn_r_V»--=«i-iri_L-I-3 ' (_''i?ii»-+3)_(H-I)(r+2)(r-J:3)l 

IH-SU V» '^ «»^ [• 1" i - 1.2 ■ 1:2.3" J 

u. s. w. Die in Klammera eingeschlossenen FacoUäten von r unterliegen 
folgendem Gesetze: 

Daraus eriialten >vir folgenden Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeil: 

oder in anderer Darstellung: 

II. M' — ir 1 1 . „r 1 -. l ' ^^- r w-r "' 1' I ' (r-l-2) V/i- r / 

Werden alle Kugein gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens 
r Ragein mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen zusammentreflen werden, 

Nun läfst sich auch die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dafs höch- 
stens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in p Ziehungen zusani- 
mentrcflcn werden. Za dem Ende ist 11. von der Einheit abzuziehen und 
dann (r-]-l) statt r zu setzen. Dies giebt 

13. u, - l—P—-—\\ f-ft p-r-\ , (r+1) (p-r-iV ■ ' 
liK w — k ir+i|i.„r+i|-,[t ,.+2'»-r-i"T* l'l» (r+3;\ »♦-»•— 1/ 

(r+t) /,,-,-iyi-i , 1 
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Eodlicb leitet sich auch aus 11. die Wahrscheiolicbkeit abf dafs in 
p Ziehuugeo weuigsleiis r, und höchsteos s Kugelu mit den aufgescbriebe- 
uen Zahlen zusammenlreflen werden* Die Bestimmung dieser Wahrschein- 
lichkeit beruht nämlich darauf, dafs entweder gerade r, oder r-^- 1 y oder 
r-fS, f., oder s Kugelu mit ihren Zahlen zusammentreffen« Ba ist dem« 
nach in 11« «-f^ ^^^' ^ ^" setzen und das erhaltene Resultat von 11. 
abzuziehen. Dies giebt 

14+1 ü.mH-i 1-4* /^2*w-«— 1 » l^lH«+3j\M-*-l/ 

S. iL 

lu einer Urne sind m Arten von Kugeln enthalten. Jede Art entb&k 
gleich viele Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• n bezeichnet sind. 
Es werden p Kugeln einzeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafa wenigstens eine Kugel mit ihrer aufgeschriebenen Zahl 
in der Ziehnngsreihe zusammentreffen werde? 

Die gunstigen Kugelgruppen kommen mit den Stellen* Elementen 
uberein, die entstehen, wenn die Versetzungen ans m gleich grofsen Ele* 
mentenreiben zur pien Classe gebildet werden. Diese Zahl ist in 146. S.45. 
der Combinationslebre angegeben. Mau hat dort p statt q und m statt p 
zu setzen. Wird durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen gemessen, 
so ergiebt .sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ werden oder in übergeben 
solhe. Werden n Ziehungen gemacht, so wird p=: n und es ist 

4. W — l—j^yi\^—) ^j^y—j ___^_^ ^,... 

Diese Gleichung gilt nicht nur für die erste Ziehungsreibe, sondern aach 
nach $. 7. für jede spätere Reihe, worin n Ziehungen gemacht werden ; vor« 
ausgesetzt, dafs die Beschaffenheit der gezogenen Kugeln nicht bekannt ist. 



16. OttingeTß Untersuchungen über die WahrscheinUehkeitsreehnung. 257 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wabrscliein- 
liclikeit, dafs in p Ziehungen gerade r Kugeln mit den aufgeschriebenen 
Zahlen zusammentreffen werden? 

Die Zahl der gunstigen Fälle ergiebt sieb aus 151. $. 46. der Com- 
binationslehre. Sie ist 

Q p^'-'m" r. m(p-ry\-' , m* / p^r^ i'^ m» / p^r y\-' . 1 

^' ^~ lMi(mn)H-i L^~ 1 Xm-r) '^VT^\mn-r/ PlMmi»-r/ T — -J- 

Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande folgende Frage zu 
beantworten. Wie grob ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zah- 
len zusammentreffen werden? 

Wenden wir das nämliche Verfahren an, welches in S» 10. zu der 
Gleichung 10. führte, so ergiebt sich folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit Man findet 



4. w 



m'^'-' / p y>-^ r^ rm p—r . rm^ / p—r yi-* 



+l'mr— r r 1211(^4-2) 

V\'{r^3)\mn-r) »••••]• 

Auf gleiche Weise wie in $. 10. ergiebt sich für die Wahrscheinlichkeit, 

dafs höchstens r, also entweder r, oder r — 1, oder r — 2, •••• oder 1, 

oder keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werde: 

R ,^ _ 1 mH-i / p yi-M-i r (r+l)m / p-r-1 \ . (r+l)m« / />>r-l yi-' 
u. w — L ^H-i|iVmn/ L^ r+2 Vmn-r-1/ » i^»^(r-f3)" \m#»-r-l/ 

(r + l)m» / p-r-1 V'-' , 1 

Aus 4. ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den genannten Be- 
dingungen wenigstens r und höchstens s Kugeln mit den aufgeschriebenen 
Zahlen in p Ziehungen zusammentreffen werden. Sie ist 

l'i' Vmn/ l r-flVmn — r/ ' l*l'(»'+2j >mn — r/ J 

_ mH-i /_r_\*+i !-'[._ (a+l)m f P'S-i \ , m«(«+i) /p-£-l\»l -'_ "I #, 
l*+i|-i\m«/ L* « +2 VmM-»-l/ "T l»l ' («+3) Vmn-«-l^ ••••] '* 



*) In diesem und dem vorhergehenden Paragraph haben wir der Kürze wegen 
/'«V'* »»..♦ «^' a(a— l)(a— 2)....(a-x+l) ^., ^ , . 

Kj) «**" Fmt = 6(ft-i)(A-2)....(A-x-fi) e««h"«''«'' . ""<» ^•"'«» •"«•' 

künftig diese Beziehungsart beibehalten. 

Cre)le*8 Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. 34 
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Die in diesem Paragrapli gefaudeDen GleichuDgen lassen sieh auf 
sehr eiofaehe Ausdrflcke bringen, wenn sehr grofse Zahlen vorkommen 
and die näherungswMB Werthbestimmung genflgt. In diesen Fällen kön- 
nen die Gleichangen aus der Combinationsiehre pag. ItS u. ft angewen- 
det werden. 

Wird in der Gleichnng 2. für n eine etwas grofse Zahl angenom- 
men, so können statt der Facultäten von n und mn ohne bedeutenden Feh- 
ler die imtspreeheuden Potenzen gesetzt werden und die Gleiehnng geht in 
folgende Aber: 

7. U7 = t jrnrH" "jT}! J4U '^•••« = 1 ^ • 

Wenden wir die nämliebe Bemerkung auf die Gleichungen 3. und 4. an, so 
ergiebt sich, dafs sich die Wahrscbeinlichkeiteo der in diesem Paragraph 
betrachteten Falle denen des vorhergehenden Paragraphen nähern; und 
das um so mehr, je gröfser n wird. Die Werthe der Wahrscheinlichkeiten 
werden im Allgemeinen um so kleiner sein, je kleiner die Zahl der Zie- 
hungen ist und je weniger Kugel -Arten bei einerlei n vorkommen; sie 
werden um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der Ziehungen ist und 
je mehr Kugel -Arten bei einerlei n vorkommen. Die Wahrscheinlichkeiten, 
welche bei mehreren Kugel- Arten in Frage stehen, werden sich denen, 
bei einer Kugel- Art um so mehr nähern, je gröfser die Zahl der Kugeln, 
welche in jeder Art vorkommen, im Yerhältnib zu der Zahl der Kugel- 
Arten ist, oder je gröfser n im Yerhältnifs zu m ist 

Bei den entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten treten die umge- 
kehrten Verhältnisse ein. Die Werthe 3. und 6. % 7. bilden demnach die 
Grenzen , um welche die Wahrscheinlichkeiten schwanken und von welchen 
sie sich mehr oder weniger entfernen« 

Zieht man nun ans einer Urne, welche vier Kugel -Arten enthält^ 
von denen die Kugeln jeder Art mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• 8 bezeichnet 
sind, acht Kugeln einzeln lieraus, so ist die Wahrscheinlichkeit o dafs we- 
nigstens eine mit der aufgeschriebenen Nummer zusammentreffen werde, 
nach i.\ 

4», 8^1"* 4**8^l"* 

w = 1 pl 1.32^1-1 "T 15M,325l-^ '••* ^^ 0,650258.... 

Werdeu aus einer Urne, die nur acht, mit den Zahlen 1^ 2, 3, •».. 8 be- 
zeichnete Kugeln enthält, alle einzeln herausgenommen, so ist die Wahr- 
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scheinlicbkeit 9 die aufgeschriebene Nummer einer Kugel mit der Ordnung»- 
suihl der Ziehung äbereiustimmen zu sehen, 

u> = 1 J2J1 4" \}\i pTl •••• j8|i ^^ 0,6321 18055.. •• 

Merkwürdig ist es, dafs die Werlhe der Wahrscheinlichkeiten bei 
zunehmender Kugelzahl , und bei gleichförmig zunehmender Zahl der Zie- 
hungen, nicht regelmäfsig steigen oder fallen, sondern um die in %. 10, 
8. und 5. angegebenen Grenzwerthe hin und her schwanken, und regel- 
mfilsig, abwechselnd, bald gröfser, bald kleiner als diese Werthe sind. 
Werden nämlich aus einer Urne, die 1, oder 2, oder 3, oder 4 Kugeln 
von einer Art u. s. w. enthält, jedesmal alle gezogen, so sind die Wahr-* 
scheinlicbkeiten , dab wenigstens eine mit der aufgeschriebenen Zahl zu- 
sammentreffen werde, 

8. 1^1=1, tlF2 = i, t«>I=lf W'4 = f> M>5=i*» ti?6 = TVt» • ••• 

Ffir die entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten verhält es sich auf ent- 
gegengesetzte Weise; nemlich es ist 

Dies scheint Laplaee fibersehen zu haben, wenn er pag. 228« Thior analyt. 
d. probat, behauptet, dafs in 9. die Wahrscheinlichkeiten wachsen, wenn n 
wächst. Die Prämissen, worauf er seine Schlüsse gründete, scheinen fdr 
den Fall, welchen er bebandelte, und für welchen er Schlflsse ziehen wollte, 
nicht zulässig. Bei unveränderlichem m und n wachsen in der Gleichung 1. 
dieses Paragraphen und in 1. g. 10. die Werthe der Wahrscheinlichkeiten, 
wenn p wächst. 

Das vorliegende Problem bat Laplaee in seinem eben angeführ- 
ten Werke Nr. 9. behandelt. Er hat die Gleichungen I. und 8. ent- 
wickelt. Das Problem in 10. bat Euler in Biet, de VAcaidmie rojf. 
d. säeneee et bell. lett. 1752. pag. 266 u. ff. behandelt. Er hat die Glei- 
chlingen 2. 3. und 6. entwickelt und auf mehrere besondere Fälle an- 
gewendet. Seine Entwicklungsart ist etwas weitläufig. Auf Seite 270 
gebt Etiler von der unrichtigen Ansicht auS| dafs sich die in g. 10. ent- 
wickelten Gleichungen auf die in diesem Paragraph behandelten Fälle an- 
wenden lie(sen. 

Heben wir in den Ausdrücken 4. 6. und 6. die Zähler heraus, 
so beantworten sie Probleme aus der CSombinationslebre. Im ersten Fall 

84* 
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wird die Anzahl der Gruppen bestimmt, in welciien wenigstens r Elemente 
auf der zugehörigen Stelle erscheinen , wenn die Versetzungen ohne Wie- 
derholungen aus m Elementenreihen zur pten Classe gebildet werden, von 
denen jede n Elemente hat. Behalten wir die in der Combinationslehre 
angenommene Bezeiehnungs weise bei, so ist 

10. Ä-f-[^i^-f ^j^+2, •.••pj at, Ä2, .... a«; Äj, b^j .... ä„; .... iiii, tfi,, .... m«/ 

Im zweiten Falle wird unter den nämlichen Bedingungen die Zahl der 
Gruppen bestimmt, die höchstens r Elemente an der zugehörigen Stelle ha- 
ben. Es ist 

11. jS^-fCO, 1, 2,.... r; Hl, ^2, .... a«; b^ A,» •••• Ki •••• ^19^2» •••* fn^^ 

Im dritten Falle wird die Zahl der Gruppen bestimmt, in welchen unter den 
genannten Bedingungen wenigstens r und höchstens 9 Elemente auf der 
zugehörigen Stelle erscheinen. Sie ist 

18. Ä-|-[r, r-f-l, .... sf Hl, 02, •.•. «,; bu ^a» ..•• *»; •••• fn^ mj, .... mj 

tiH-i 1-1 «4-1 «'+2 I -i 

-faTTr'»**'(»'»-»-l)^"-'+^^-?;«TT"*(«'»-»-2r"'-* 

Soll die Zahl der Stellen -Elemente fflr die vorliegenden Probleme 
bestimmt werden, wenn nur eine Elementenreihe vorhanden ist, so ergiebt 
sie sich leicht, wenn in den eben gefundenen Formeln tn= i gesetzt 
wird. Die Gleichungen 10. 11. und 12. beantworten die Probleme, worauf 
§. 44. und 46. der Combinationslehre aufmerksam machen. 
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§. 12. 

Id einer Urne sind m, in einer andern n Kugeln eutiiaken. Ans 
jeder wird eine willkürliche Anzahl von Kugeln heransgenommen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne gerade p Kugeln ge- 
sogen werden? 

Aus der Urne, welche m Kugeln enthält, können — jTpr Gr^PP^'^ 
genommen werden, von denen jede p Kugeln enthält. Aus der zweiten 
können _.. solcher Gruppen hervorgehen. Jede einzelne Kugelgruppe, 

die aus der ersten Urne gezogen wird, kann sich mit allen, die aus der 
Urne gezogen werden, der Reihe nach verbinden und der Aufgabe genü- 
gen. Die Zahl der günstigen Fälle ist daher 

^ j mP»--^ nP\'^ 

Die Kugelgruppen, welche aus der ersten Urne, die tn Kugeln ent- 
hält, hervorgehen können, werden entweder eine, oder zwei, oder drei 
u. 8. w.| oder m Kugeln zählen. Die Bestimmung der, sämmtlichen Fällen 
zugehörigen Gruppen -Anzahlen führt zu folgendem Ausdruck: 

•^1 = "J" "r 2?[i H jriT"T ••*• im{\ = (1t^/ — !• 

Eben so ergiebt sich für die Zahl aller möglighen Kugelgruppen, die aus 
der zweiten Urne hervorgehen können: 

-^J — Y T i2|i T "pTT T • • • • jti|i — U T *; — *• 

Sämmtlicbe in Ai und A2 enthaltene Kugelgruppen können sich miteinander 
verbinden. Die Zahl aller möglichen Fälle ist daher 

2. ^+, = (2'*-l)(2'»-l>. 

Aus 1. und 8. ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

l''>\l'"*K2 — 1)(2"— 1) 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich« 
keit, dafs aus beiden Urnen gleichzeitig gleichviel Kugeln gezogen werden? 

Die günstigen Fälle sind folgende. Es werden entweder eine, oder 
zwei, oder drei u. s. w., oder n Kugeln gleichzeitig aus beiden Urnen ge- 
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zogen 9 wobei n kleiner ab m angenommen wird. Die Zahl der gfinstigen 
Falle ist nach den vorstehenden Erörtemngen za No. 1.: 

Wenden wir auf diesen Aasdruck die in S« 148. und 143. pag. t67 u. ft 
m. Differenzencalculs gemachten Bemerkungen an , so geht die Zahl in fol- 
gende aber: 

A — <>^ + ^)'"'' 1 

Wird dieser Ausdruck durch die Zahl aller möglichen Fälle nach 8« ge- 
messen ^ so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 



4. tV ^= .,i,.V^* Vw^, TT — 



1 



in|i(2«_i)(2~— 1) (2- — 1) (2«— 1) • 

Ist die Kugel -Anzahl in beiden Urnen gleich, also ii = ifi, so ergieht si 
hieraus 

Ist die Kugel -Anzahl in beiden Urnen sehr grofii, so erhalten wir nach 
$. 148. pag. 869 des Oiflferenzeucaiculs 

2«4tt6»8 •••• 2iii 

Da nun bekanntlich bei sehr grofsem m, nfiherungs weise 

* '^ 1.3.3.5.ö.7«...(2m— l)(2m+l) 



ist 9 so ergiebt sich hieraus leicht folgende Gleichung: 

— 1 

oder, da bei sehr grobem m, 2m statt 2mn gesetzt werden kann, 

Y(nm) 

n ist das Verhftltnils des Durchmessers zur Peripherie des Kreises. Aus 
7. folgt y dafii die gesuchte Wahrscheinlichkeit sich verkleinert, je grOCser 
die Zahl der Kugeln wird. 
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Erbeben zwei Personen gleichzeitig und aar» Geratbewohl 1, 2, 3, 
oder 4 Finger, so ist nach 4« die WahrscbetnlicblLeit, dab beide die gleiche 
Zahl treffen werden, /^ = 0,30622 ...., also beinahe i. 

Von zwei Urnen enthält jede m Kngeln, die mit den Zahlen 1, 2, 
3, •••• m bezeichnet sind. Mau zieht gleichzeitig p Engeln aus jeder Urne. 
Wie' grofii ist die Wahrscheinlichkeit, da(s sie die gleichen Zahlen tragen? 

Die Zahl der verschiedenen Fälle, in welchen p Kngeln aus der 
einen Urne genommen werden können, ist 

Jeder einzelne Fall, der bei dem Ziehen aus der einen Urne möglich ist, 
kann mit demselben, der bei dem Ziehen aus der andern möglich ist, nnr 
einmal zusammentreffen. Die Zahl aller gflnstigen Fälle ist demnach unter 
dem vorstehenden Ausdrucke begriffen. Die Zahl aller möglichen Fälle 
ergiebt sich aus 1«, wenn n = iii gesetzt wird. Die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit ist demnach 

9. Ur == — ri-T • 

mPi-t 

Es wird unter den nämlichen Bedingungen gezogen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs aus beiden Urnen gleich viele und mit den 
uimlichen Zahlen bezeichnete Kugeln erscheinen werden? 

Es können entweder eine, oder zwei, oder drei u. s. w., oder m Ku- 
geln aus jeder Urne gezogen werden, welche die gleichen Zahlen tragen. 
Die Zahl der gflnstigen Fälle ergiebt sich, wenn 1, 2, 3, .... m in 8. statt 
p gesetzt wird. Sie ist 

Die Zahl aller möglichen Fälle giebt 2., wenn m statt n gesetzt wird. 
Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Sind drei Urnen vorhanden, und werden p Kugeln gleiehzeitig aus jeder 
berausgeoommen, so ist die Wahrscheinlichkeit^ da(s sie die gleichen Zahlen 
tragen werden: 

^ ~ mPi-*.mPl-* • 
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ergiebt sich allgemein, wenn r Urnen vorhanden sind, für 
die Wahrscheinlichkeit, dafs p gleichzeitig ans jeder Urne gezogene En- 
geln dieselben Zahlen tragen werden: 

11 tij — ^ ' 

Eben so ergiebt sich allgemein aus 10. für die Wahrscheinlichkeit, 
dafs überhaupt die gleiche Anzahl gleichbezeichneter Kugeln erscheinen 
werde, wenn aus r Urnen gezogen und aus jeder willkürlich irgend eine 
Anzahl Kugeln genommen wird: 

12. U> = ^2m — IV-l • 

Es ist nicht eine noth wendige Bedingung, dafs die Anzahlen von 
Kugeln in den verschiedenen Urnen gleich sind. Sie können auch an- 
gleich sein. Für diesen Fall gehen die Gleichungen 11. und 12. in fol- 
gende über: 

(iPii)-t 



13. u) 



14. w 



m,P'-'^,P»-Vm/'-'....m/'-* 



(2'"*—l)(2'"' — 1)(2**— 1)....(2"^-1) 
wenn m^ die kleinste Kugel -Anzahl bedeutet. 

In einer Urne sind m Kugeln enthalten. A nimmt irgend eine An- 
zahl von Kngeln heraus, und B ruft gleichzeitig irgend eine Zahl, die klei- 
ner als m-f-1 ist, aus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide 
die gleiche Zahl getroffen haben werden? 

Die Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs A jede beliebige Zahl 
von Kugeln, also 1, 2, 3, .... m ziehen kann. Die Zahl der günstigen 
Fälle ist, nach den zu 2. vorausgeschickten Bemerkungen: 

Die Zahl alier möglichen Falle ist aus den nämlichen Gründen 2*" — ]« 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist daher tr == 1 , und wird also zur 
Grewifsheit. Die Wahrscheinlichkeit, dafs B eine bestimmte, unter m mög- 
lichen Zahlen treffen werde, ist — • Demnach ist die gesuchte Wahr^ 
scheinlichkeit 

15. u; = — . 

m 
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In einer Urne befinden sich m Kugeln. Jemand nimmt aufs* Geralbe* 
wobi eine Anzabl Kugeln heraus. Wie grofa ist die Wabrscbeinlichkeit, 
dafa die berauagenommene Anzabl von Kugeln gerade, und wie grofa, dafs 
aie ungerade sein werde? 

Die Wabracbeinlicbkeit, dafa eine gerade Anzabl von Kugeln erscbei- 
nen werde, berubt darauf, dafa entweder zwei, vier, oder aecba Kugeln u. a. w. 
gezogen werden. Die gönatigen Falle alnd 

, i 12 11 T 14|1 r^[6iT T 



• • • 



Soll eine ungerade Anzabl von Kugeln, alao eine, drei, fQnf u. «. w. ge- 
zogen werden, ao iat die Zabl der giinatigen Fille 






• • • • 



Nun ist 



*• 2'"= ^^"•^T "iTTF T TTpr T •••• "prnr» 

4. U ^1 — i; 1 f T-jJTiT — •••• V— y |m|i • 

Wird 1. und 8. zusammengezablt, von der erbaltenen Summe die Zabl 3 
abgezogen und dann das Resultat durcb 2 gemeaaen, so entatebt 

S. Ai = i(2-f 2*-|yjY--f 2--^i— + • ••• ~2j = — j — = 2^—t. 

Wird die Gleicbung 8. von 1* abgezogen und das erbaltene Reaultat durch 
2 gemeaaen, so ist 

Die Zabl der möglieben Fälle ist nacb den Vorbemerkungen zu S. 8« 18. 
^=2*^ — 1. Hiernaeb ist die Wabracheinlicbkeit, dafa eine gerade Anzabl 
von Kugeln gezogen werden wird, 

die Wabracheinlicbkeit, dafa eine ungerade Anzabl von Kugeln gezogen 
werden wird, iat 

CreUe'i Jonrnal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 3. S5 
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Diese Wabrscbeinlichkeilen nähern sich immer mehr der Gleichheit, je grö* 
fser m wird, und der Unterschied wird immer unbedeutender. Bei klei- 
nen m ist der Unterschied bedeutender. 

In einer Urne sind m schwarze und n weifse Kugeln enthatten. 
Man nimmt eine gerade Anzahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die 
Waiirscheinlichkei(, daCs von jeder Farbe gleich viele Kugeln erscheinen 
werden? 

Dies wird geschehen, wenn eine weifse und eine schwarze , zwei 
weifse und zwei schwarze Kugeln u. s. w. erscheinen. Die Zahl der 
günstigen Fälle ist, wie aus den Bemerkungen zu 4. $$. 12. erhellet: 

/. ii, — wi.»-f- |2|i •^211 T |3|i •"jrrr -]•••• =^- — ^j^ 1- 

Hier ist n <; m. Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

wie sich aus 3. ergiebt Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Enthält die Urne gleich viele weifse und schwarze Kugeln, so gebt der 
vorstehende Ausdruck in folgenden Ober: 

.^ 2m(2m— t) (2m— 2) .... 3. 2 . 1 1 

w (l.2.3....m)»(2^-^i — I) 2^'"-' — l ' 

Nach den Gleichungen 5. und 6. §. 12. erhalten \i'ir fdr sehr grofse m: 

11. w = "7, -• 

Der Werth der gefundenen Wahrscheinlichkeit ist doppelt so grob als der 
in 7. §. 12. gefundene. 

Es sind die nämlichen Bedingungen wie oben gegeben. Man nimmt 
nach Willkür eine gerade Zahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs von jeder Farbe gleich viele und gleich bezeichnete 
Kugeln erscheinen werden? 

Nach den Bemerkungen zu 10. §. 12. ist die Zahl der günstigen Fälle 
die Zahl aller möglichen Fälle ist in Nr. 8. dieses Paragraphen angegeben« 
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Die Wahrscbeinliclikeit ist demnach 

^Q 2'-—! 

13. w = 



Für sehr grofse m wird 

14. w = -^-Y 

zu setzen sein. 

Die Gleichungen dieses und des vorhergehenden Paragraph^ hängen 
ihrem Inhalte nach zusammen und sind deshalb hier zusanunengeslellt. Das 
erste Problem dieses Paragraphs ist nach Lacraix (Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung 8.43.) von Bertrand und dann von Lapface in TAeor. analfft. 
d. probat. Nr. 5. bebandelt. Bort findet sich aufserdem auch noch die 
Gleichung 11« dieses Paragraphs entwickelt. 

(Die Fortsetzung folgt) 



35«= 



!MI# //« Kummtr, iA^r 4i$ tbmfi'Agm 4ar PUebem mkrIc» firwies. 



17. 

Ilitmerl(ijrig<;n ülier die cubisehe Gleichang, durch 
wi*lf;h<; die Haupt -Axcn der Flachen zweiten 

Grades bestimmt werden. 

(Von Ifrii. Mr. K, K, Kummer, ProfsMor in Breslau.) 



^ «Mb* • 



Jlli« Au(nii\m^ olnif lioiiiogeiie ganze Function zweiten Grades von drei 
Viirlitlinln iliiroli llneMre Nubfililutionen in eine solche zu verwaudelu, 
In wttlolinr dio drei Producte der Variabein fehlen« kommt bekanntlich in 
dor Anal)^MlM und in ihren Anwendungen anf Geometrie und Mechanik 
hMulIg vor, und int darum auch schon vieirAltig behandelt worden. Dafs 
dio onhlMiiho (tlnlohnng, von welcher die Lösung abhangt, immer drei 
ri»altt WurKidn hat, ii^t auch schon auf mehrere Arten bewiesen worden; 
db dirfoloslo Bnw«)N-Arl aber, niUnlich den algebraischen Ausdruck, von 
d^MMt^n Vur«oloht^n rs abhüngt, ob die cubiscba Gleichung drei oder eine 
rtmlo \Vur«ol hat« ah oino Summa von Quadraten darzustellen, wodurch 
da« Yorat^iidit^n volUlAndig beslimoit wird, hat man bisher noch nicht ver- 
«m^l« IkimH» /««^rfAilung in Quadrate wertle ich in Folgendem mittheilen, und 
•iHgl^ioli dt^ii Fall« wo awoi Wurzeln der «Gleichung einander gleich sind, 
AlKNr wt^lohi^ii, HaiiN»utlii>h wenn iiMfinire Ct^^fficieuten zugelassen werden, 
iHM'h iMa(f«» rnklarlk^lt^n iM'rrsf hea « ia ein helleres Licht zu stellen suchen. 

WVmi der An^ntok Ajt' ; By'Ct^'^2Dyz^'iExZ'^2Fxr 



w^ 
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4* »* -r* K mm' - ** -rrr 


— i\ 


• * 4** tt* 1* •« - 4* --rr 


5^ 



17. Kummer y über die Haupt "Ajren der Flächen zweiten Grades. 269 

ist, auf die Form A'x'^-\'By^-\'C'z'^ gebracht werden soll, so sind be- 
kanutlicb A=^A% A=^B\ A = C* die drei Warzelu der Gleicbuog 

A'-{A^BJ(^C)A^^{AB-\~AC^-BC~IP-E^-ir')A 
— (ABC^2DEF—AD' — BE^—Ct^) == 0; 

welche aoch in folgenden Formen dargestellt werden kann: 

(A-AXA-BXA-C)-iy(A-A)-E'(A-B)-F\A-C)-2DEF=0, 

^P I Pf Pg ._n 

F T RiA — n\XnF '"^ F(A — C\XnR ~ * — ^* 



U(A—A)^F~ E(A—B)+DF ■ F{A—C)+'DE 

Setzt man nun zur Abkürzung 

P = A^ B^C, 

Q = AB-{^AC^BC—D'—E'—F\ 

R = ABC'\'2DEF—AD'—BE' — CF^, 

so ist die bekannte Bedingung, dafs die cubische Gleichung A^ — PA^-^- 
QA — il==0 zwei gleiche Wurzeln habe, folgende: 

P'O^ — 4P'Ä+l8P0Ä-40' — 27Ä' = 0. 

Ist dieser Avsdrnck aber nicht gleich Null, sondern positiv, so hat die cu- 
bische Gleichung drei verschiedene reale Wurzeln , und ist er negativ, nur 
eine reale Wurzel. Substituirt man nun für P, Q und R die obigen Werthe, 
so findet man, nach gehöriger Anordnung der Glieder, dafs der Ausdruck 
nicht sowohl die Gröfsen A, B, C selbst, sondern nur deren Difierenzeu 
enthält, oder dafs er ungeändert bleibt, wenn man zugleich alle drei Grö* 
(sen A, B und C um dieselbe Gröfse vermehrt oder vermindert. Dies ist 
auch aus dem blofsen Anblicke der cubischen Gleichung in der zweiten 
oder drillen Form klar, weil durch diese Aenderung die drei Wurzeln der 
Gleichung um diese Gröfse vermehrt oder vermindert werden. Ich setze 
also Kiirze wegen 

B — C=a, C—A = i3j A — B = rj 

wodurch a-\'ß-\'y = wird, und ordne die Formel nach den Dimensionen 
von D, E, F, wodurch sie folgende Gestalt bekommt: 

a'ß'f'\'2ßy{a''^2ßy)IP'\'2ay{ß'-\-2ay)E'^2aß(f-{'2aß)F^ 

+ 4(^-y)(y-a)(a-/?)J0EF 
•\^{a^^aßr)D'i-(ß'']'8ar)JE''\-(r '\'8aß)F* + 2(10a'-ßy)E'F^ . 

+ 2(10/3» — ay)jD^F» 

+ 2(10f — aß)iyE' — i6DEF((ß—r)B'^(y—a)E^+(^a — ß)F^) 

+ 4(/?^ +15^ -f Fy — 108 IPE^F^ = 0. 
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m 

Dies ist iiuo der Ausdruck , welcher als eine Summe vou Quadrateu dar- 
gestellt werden soll. Man wird wobi kaum erwarten, dafs zu diesem 
Zwecke eine directe Melliode gefunden und an.?;ewendet werden solle, da 
eine solche schwerlich zu finden sein möchte; es bleibt also nichts übrig, 
als durch Versuche die gewunschle Form zu ermilteln. Ich habe diese 
Versuche so eingerichtet, dafs ich die Zerlegung in Quadrate zunächst för 
besondere Werthe von «, /S, /, D, E, B" ausführte; för welche die Formel 
sich bedeutend vereinfacht. Ein solcher Fall ist der, wo a = /? = ;^ = 
ist, in welchem die Formel 

4(Z>M-E^4-F7 — lOSZJ'iS'F^ = 
in Quadrate zu zerlegen ist. Für sie findet man ohne grofse Schwierig- 
keit folgende Form: 

-\-E\'2E'-F'' — D''f'\-F\2F'' — D' — E'f = a 

Indem ich vorzüglich diese specielle Formel als Auhaltspunct benutzt habe, 
bin ich zu folgender Darstellung der allgemeinen Formel in Form einer 
Summe positiver Quadrate gelangt: 

15[EF« + J0(ß^ — F^)f+15rFZ>/3+ß(F^ — Z>^)f 

1 )'\'[2ßYD-Y{y—ß)EF-^^D(^'2D^^E'—F'')Y 

4-[2yaiS + (a— y)FJ0 + JB(2£'— F^— Z>^)f 
-f [2 a/SF-[- (/ff — a) JOß -f. F(2F^— Z>^ — jß^;f 

Da dieser Ausdruck nie negativ werden kann, so folgt zunächst, dafs die 
obige cubische Gleichung stets drei reale Wurzeln hat, wenn nämlich A, 
By C, Dy Ej F reale Gröfsen sind. Damit ferner die cubische Gleichung 
:.>vei gleiche Wurzeln habe, müssen diese sieben Quadrate jedes für sich 
;/^fich Null werden, wodurch man scheinbar sieben Gleichungen erhält 

Vs ist aber leicht zu zeigen , dafs sie alle erfüllt werden, wenn nur die 

vvei ersten Statt haben, nämlich die Gleichungen 

2. FFf/-H?(E^ — F') = und FD ß ^ E {F^^ ~ D'-) = 0. 

Dies sind also die beiden nothwendigen Bedingungen; welche auch 
hinreichend sind, wenn nicht zugleich zwei der Gröfsen D, E, F der 
Null gleich sind; denn in diesem Falle wurde noch eine der drei Bedingun- 
gen F^ — aß:ss:Oy U^— /5y«=0 und E^~ay=^0 hinzutreten müssen. 
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Anders verhalt es »ich aber, wenn man auch imaginäre Wertbe von 
A, By Cy D^ E, F zaläfsit. Alsdann giebt die Formel (1.) nicht zwei, son- 
dern nur eine Bedingungsgleichung dafür, dafs zwei der Gröfsen A , B\ C' 
einander gleich werden; und wenn nur diese erfflllt ist, so kann man im 
Allgemeinen aus der Formel Jx'+Äy^+C«'-} 2Z>yar+2£;a:«-]-2Fa•y 
dnrch die obige Substitution die Producte gar nicht hin wegschaffen ; es ist 
dann, damit dies gelinge, noch die Erfüllung einer zweiten Bedingungs- 
gleichuug nöthig. Ich bin auf diesen merlcwördigen Umstand, über welchen 
die Mathematiker grofsentheils noch im Unklaren zu sein scheinen, durch 
Jacobi aufmerksam gemacht worden, als ich ihm die obige Zerfällung in 
Quadrate mitgetheilt hatte, und ich will den Umstand hier näher erörtern. 
Der Grund davon liegt in den neun Gröfsen <i, a% a'\ 6, b'^ 6'^, c, c^, c"^ 
welche bekanntlich folgende Werthe haben: 

._ B^-{A'-B)U'-Va .,__ D^--{B'^B){B'^C) .n_ D'-(0-B)(r/-C) 
~ (C'^A){A'—Bn ' " ~ {C—A')(A'—B') ' ~ (C''-A')(A'—B') ' 

E^—{B'^A ) {B'--C) . ,,, _ E^—{C'-A)(C'^C) 
"" {A—B')(B'—a) ' ~ {A'^B'){B'^C') ' 

^_F^^{A-A){A'^B) _F^^^(ß^AHB^-B)^ ^^^ f^-{C'^A)(C'--B) 



E^—{A'^A)(A''-C) .n 
(A—B')i,B'—C') ' 



c 



\B'—C){0—A) ' " {B'-^C'){a—A'f ^ (Ä'-C^)(C'— J') 



Wenn nun die obige Bedingungsgleichung 1. erfüllt wird, so dafs zwei 
Wurzeln der cubischen Gleichung, für welche ich A' und B' nehme, einan- 
der gleich sind, so werden die Nenner der sechs Gröfsen <i, a\ a'\ 6, 6', 
b" (wegen des Factors A' — B'^= 0) der Null gleich, also diese Gröfsen 
selbst unendlich grofs: also ist in diesem Falle die obige Substitution un- 
statthaft, und die Aufgabe, die Producte hin wegzuschaffen, unlösbar. Nur 
dann, wenn aufserdem auch die sechs Zähler der Null gleich werden, 
können diese Gröfsen wieder endlich werden. Damit also in diesem Falle 
die Wegschaffung der Producte möglich werde, niiifs diese Bedingung zu- 
gleich mit erfüllt werden. Bezeiclinet nun A eine der drei Wurzeln A% B\ 
C, so mufs zugleich D'' — {A~ B)(A~ C) = sein, damit für A' = B' 
die drei Gröfsen r/, a'j a" endlich seien. Diese Gleichung, verbunden mit 
der cubischen Gleichung für Aj giebt, nach der Eh'mination des A: 

Eb\B — C)-yD':E' — F'') = 0. 

Damit aufserdem die Zähler der Werthe von ft, b% b" der Null gleich 
werden, mufs E^ — {A — A){A — C)=:^0 sein; welches, mit der cubischen 
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GleicbuDg für A verbunden, folgende Bediogangsgleicbung giebt: 

FD{C—A)-{-E(F''—D^) = 0. 

Dies sind aber die oben bei 8. gefundenen Bedingougsgleichangen, mit welchen 
zugleich auch allemal die Bedingungsgleichung 1. erfüllt wird« Daraus folgt, 
dafs, wenn die Gleichung 1. für sich allein besteht, ohne die beiden Gleichun- 
gen bei 2. (welches nur för imaginäre Coefficienten möglich ist): dafs dann 
dieProducte aus dem Ausdrucke ^a?'+By2-].Car^^2Z>y^-f SJBawr-f 2Fry 
sich nicht wegschaffen lassen ; dafs aber, wenn die Gleichungen be* 8. er- 
füllt werden, (mit welchen allemal auch die Gleichung], erfüllt wird), die 
Lösung der Aufgabe wieder möglich ist; und zwar unbestimmt, so, dafs es 
unendlich viele Lösungen giebt 
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Versuch der Auflösung der Aufgabe Nr« 12« im 6ten 
Baude S«214 dieses Journals: Aus den drei^ die Win- 
kel eines geradlinigen Dreiecks halbirenden Scheitel- 
linien den Inhalt desselben zu finden« 

(Von Hnu v. Een1he»Fink, KdnigL Preufii* Premier -LienttiaDt und A^fadanleii so 

Magdeburg.) 



Es seien a, b, e die Seiten^ a, /?, / die Winkel^ A\ A'\ V' die die 

kel halbirenden Scheitellinien , r der Halbmesser des eingesehriebeneB 

Kreises nnd ^ der Inhalt des Dreiecks ahc Ta& HL, so ist 



oder 



* ~ ^Isin+a » eoeiOS— r)J 



2r sin 4 g cos ^f/? — y) sin^gcos^gcos^f/? — y) 

Hf cosi/9co8-^y *"* eos^a€os-^/9eosiy ' 

1^ ] 2r sin|/ycos4(y— g) sin -^/? cos-t/? cos 4 (y — a) 

HP cos^gcos^y co8-4acos4/Jcos4y ' 



und da 



2r sin 4y cos 4 («—/?) sin^ycoslycos^C«— j?) 

A'" cos^acos^/? cos^acos^/fcos^y 

. _^ r* cos^g eos4/>cos4y r*g 

8iD4^sin4/98in4y P ' 

?^ = -^/sin4crfr»cos4« = a', 

«• ^2r^ = ^/8ini/?+r'cosi/9 = V, 

?J^ = ^sin^y-f f^cosiy = &. 
Hieraus folgt 

nnd 



also 
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und wenn jrr -{ jüi -\- ^^^ = o^ and j;q^T^i = V gesetet wird, 

daher 



6. ^ = T-, **! « . and J 



Aas («.)♦ wenn -r;^ = Ä, -:- = i'' ond -^ =V" gesetzt wird, folgt 

?. \9m±p r^Jf-J* — 2rJ(<r,-2ri») ~ 2r/f(«r,-2nf) * 

««*/— r*+i#» ~ 2r^(tf,-2r9) ~~ 2r^(ff, -2r9) * 

Ferner folgt nns (9»y. 

8. a'8in.(a-|-6'ain^/9-f c'sin^/ = ^. 
Hieraus and aus (7.) folgt 

-^^ **^ l )l«i'" + VIF' T YiP "J 

». \ =.jr[y'(Ä-+*--?r^)4-v'(*''+*'--^^) 

Die EDtwickloDg von r aus (6.) und (9.) wOrde zn einer Gleicbung vom 
16(en Grade föbren. 

Ergebnisse, welche sich bei dem Verrach der Lösung obiger Auf- 
gabe herausgestellt haben , sind feigende. 

1. Werden die Futspnncte der oben gedachten Scheitellinieo durch 
gerade Linien mit einander verbunden, so ist der Inhalt des dadurch giH 
bildeten Dreiecks: 



10. 



4J 



Deweis: 



a,0 
11. { *,0 



■ r 



^'® "• €osi(a— ^) * 
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daher 

^ i-j f co»\a , cos iß I co»ir 1 



2r«g 

«od ans (1.): 

er» Peo8i(a--/y)eo»4(y— «)coat(/>~y) 



daher 



and 



4if^r P r* 

12. ^==^^?j^, 



was za beweisen war. 



18. ^== 



8. Werden tod den Fobponcten der mehrgedaehten 
Perpendikel aof die Seiten gefUlt, nnd aolcbe mit p\ pf% pf^ bezeidinet, 

so ist der Inhalt des Dreiecks: 

4 

^ r }Sp' ' p'' ' p"v \p*'' p' p'^f Vp^' p' p'^O \p' p'^ p W J 
denn 

^ = (0+*)!»"' oder ii+ft = ^, 

^/ = (*+«);»' - *+« = --. 

Diese Werthe von a, h, e \n de^ Fonfeel des Inhalles des Drmecks 
aus den 3 Seitea snbatitairt, glebt obigeD Werth fiir J, 



Bieraus folgt 



876 iB, «. tteHtke'Finh, Yer$uek d. Anföttmg 4. Anfg. Nr. £2, im0.Bi. d,I, 
Ferner folgt ans (7.) 

14. ^8iDi(y-«) = — lüqiTr—» 

•I/o > d^B'—b'ify* 
»ioi(/S-y) = — L-pjZ—, 

and bieraas 

a'siniO?— y) + ft'8ini(y— o)-j-c'8ini(«— /?) = 
und 

15. y(^')MniO?-y)+y(B')«n*(y-«)-f y(C^)«of(a-/9) = a 

Ana (9.) folgt 

16. { «c,+a,e = y!(A'»+A-»)- 2r^), 



«*,+ a.6=/(Ä«+A-)~^;). 



Magdeburg, den 21. August 1843. 
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Sar les transformations et les valeurs de plusieurs 
integrales definies qui se rapportent aux surfaces et 

aux solidites des volumes. 

Premier memoire. 

Par Mr. TAbbe Bamabi TortoKniß Professeiir de Mathematiques transcendantea 

a rUniveisite de Rome. 



(Le memoire qu'on va lire a ^t^ tradoit de Titalien et extrait du T0liime238. da GiomdU Arcadico 

di Scienze c Lettre,) 



V. \ßn determine la position d^an point dans Tespace ao moyen 
de trois coordounees rectflignes x, y, z, paralleles a trois axes. On conaait 
depuui longtemps les transfonnations necessaires poar passer d'un Systeme 
de coordonnees Xj y^ z ä un aatre de la iii6nie espece ou dNine espece 
differente, et la Substitution de trois coordonnees polaires r, p, q k faire 
aux coordonnees rectangulaires x, y^ z. Mr. Lame dans plusieurs me- 
oioires importants sur la theorie de la chaleur publies dans le Journal de 
Mx.IAouville fait usage d^un nouveau genre de coordonnees quHI appelle 
elliptiques, et qui se presentent dans la resolution de plusienrs problemes 
de pbysique inath^niatique; voila en quoi elles consistent. La position va- 
riable d'un point dans Fespace est fix^e par trois coordonnees rectangu- 
laires x^ y, z; eile pent encore s'obtenir lorsqu'on imagine ce point dans 
rintersection commune de trois surfaces ä parametres toujours variables. 
Pour cette objet nous eboisirons trois surfaces de second ordre qui ont de 
cenire, c'est a dire rellipsolde, rhyperboloide k une seule nappe, et Fhyper- 
boloide k deux nappes. Pour connattre dans ce cas la loi de Variation des 
parametres ou axes principales, il suflira de concevoir trois quantites, ou 
Clements variables X^ /n^ r, et deux constantes A, c, et pour fixer les id^es 
soit b<ic. De cette mani^re, en formant les trois equatious 

>r" i y' \ ^' _ , ^^ I y\ ^' = 1 

£2^__2! ?!_ = 1 

Ciette*« loaraal t d. M« Bd. XXVI. Heft 4. 37 
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et en supposaiit l plus grand que b et c, ie parametre u compris entre b 
et c, et le parametre r plus pelit que b^ la premiere de ces eqnations re* 
preseute uiie ellipsoide, la seconde une hjperboloide a une seule nappe, et 
la (roisieme aiie byperbololde ä deux iiappes. Le but, que je me propose 
dans ce memoire est de faire connattre plusieurs r^ultats, que Ton obtient 
eu (raiidiformanl quelques integrales definies par Tintroduction des yaleurs 
des coordoniiees elliptiques X^ fi^ v, ou d'autres du mSme geure ; mais il est 
necessaire de faire preceder ce qui suit par les consideralioiiM suivantes. 

8^ On voit par la forme des equations (!•) comment, etant dounee 
uu poiiit, 011 pourra determiner toujours sa positiou au moyeu des coor- 
donuees uouvelles Xj /i, v; niais ou iie pourra pas etablir que les trois sor- 
faces de secoud ordre etant donnees elles determinent la position du point« 
car il y a huit poiuts d'intersection ; et une inlegrale relative a une ex-* 
tension synietrique autour de l'origine des coordonnees, circonscrite par 
une surface courbe et coupee par des plans coordounees represeiitera seu- 
lement la huitieme partie de cette extension, si Too prend pour liroiles de 
Tinfegration les limiles des coordonnees positives. Ajoutons qu'il ne sera 
pas dilTicile de demontrer par les equations des plans taugents que ies trois 
surfaces (1.) se coupent en angles droits, et dans leurs ligues de courbure, 
de maniere qu'oii pourra les appeler surfaces orthoyomdes. Les sections 
principales ont les inömes foyer, et Mr. Latne les a appele surfaces omo^ 
focales. Nous ne laisserons pas d'observer que les indmes propositioiis 
ont ete donnees en 1811 par Mr. Binet dans uu memoire sur les rooments 
d'inertie, publie dans le XVf. cahier du Journal de Tecole polytechniqoe. 
C'est ce que Mr. Binet nieoie fait remarquer dans un article qui se tronve 
insere dans le tome 2. du Journal de Mr. Liouville. 

Les variables x, y, z etant determinees par trois equations, on 
pourra selon les regles ordiiiaires de Telimination deduire la valeur de chaque 
coordonnee en fonction des nouvelles coordonnees X^ fi^ r, et uous aurons 
bcx = Xuv, b^'ic' — b'^.y = fyX'' — b'').fJJi} — b'').^{h'' — ^\, 
c |/(c^ _ Ä') . -r = ]/(r — c") . v'(c' — u') . |/(c' — r). ' ' 

Les valeurs que nous avons trouve peuveut encore se deduire d'uoe 
equation de sixieme degre par rapport a une des variables X^ iti^ v. Gti 
efiet si Ton reprend Fequation de rellipsoide 

> T A*— Ä* T ix — rt — *» 
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ordoBoee par rapport aux puissaoces de A, eile dounera 

k''—Ak*-{-BJL' — C = 0, 
oü 

Ell considerant cette equaUou de sixieme degre, Ton voit que las /i^etv des deux 
hyperboloides seroot aussi des racioesi qui la verifieot; et que par consequent 

A = r+^'+v^ B = iv+iv+;^v^ c = A>v\ 

et par elimioatioo on relrouvera les valears de x, y, z que iious avoiis doiiuees. 

3^ Dana plusieura applicatioos il est plus cominode d*eiiipIoyer au 
lieu des trois surfaces de second ordre (reis vartet^s des ces surfaces, et 
oous pourrons choisir la spbere au lieu de Fellipsoide, et deux cönes obliques 
ou a base elliptique au lieu des deux byperbololdes. Alors, si Tou appelle r 
le paramelre de la spbere ou sou rayoo, et qu'on designe par b<Zc une 
oonstantOy par fi uu paranietre variable conipris entre b et c, et par y un 
autre parametre plus pelit que b, iious aureus ces trois equations: 

j-* I y^ g* _ o £!__j:! g^ _ o 

La seconde de ces equatious represente un cöne oblique ou a base elliptique, 
et asymptotique a Thyperboloide a uue seule nappe; la troisieme repre- 
sente un cöne de la mdme espece asymptotique a Phyperbololde ä deux 
uappes. Les deux hyperboloides sout celles des equations (!•)• Les coor- 
donnees x, y, z s'expriment uiaintenaiit eu fonction des coordonnees r, /i, v 
au moyen des fonnules 

bcx = rfjLv, b^(c^ — b^).y = r/f^' — Ä^).]/(6' — y'), 

La spbere, et les deux cdnes des equations trouvees seront trois surfaces 
ortbogonalea* A present uous passerons a des applications particuliires. 

4^ L'integrale double de la quadralure des surfaces courbes est 

s=^.wyy(,+o^O'+(g)'). 

OÜ ^ , ^ sont les deriv^es partielles de z tirees de Tequation de la »urface 

Ou connait depuls longtems les nietbodes pour la transformation des inte- 
grales doubles, triples, etc. Dans notre cas on excute la trausformation 

37* 
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lorsque^ r, fi, v etant trois nonvelles variables, on a pour eqoation de la 
surface 

Si r', Ti sollt les derivees partielles de r par rapport a /u, et i^, et ^'^ jr^ ^^ 
^n fi^ ^1 '^^ derivees partielles de x, y, z par rapport aax variables fi^ 
et V, rint^grale transformee sera 

en falsant pour abreger 

X = yiZ' — Zty'y Y = x^z' — x'z^^ Z = x^y' — x'yx^ 
Si Ton repreiid les valeurs de x, y, z deduites des ecpiations donnees dans 
le paragraphe precedent, ou aura 

En difli^rentiant x, y, z par rapport aux variables /u, y et en faisant pour 
abreger 

M=:yX^'-b'), N^^ib'-y'), P=y'(c^_^^), (?=y(c^_y'), 

on aura 

X — ^^ , X, „ — _ — , 

En formant les produits deux a deux pour obteuir les valeors de X^ Y^ Z, 
on aura apres les reductions 

Y = c/Cc>-V).P9 <^'r'P^-yr, (y-r(M'-^))^ 

Avant d'elever au carre ces trois expressions, et de les ajouter, il faat les 
reduire au mSme denominateur, et si l'on fait pour abreger 



K 



r 



on aura 
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Z = K[(ir' M^—vr^N^ ^Yritv" -v'yibPQ. 

Er elevant au carre et prenant les sommes, il estfacile de voir que les sommes 
des doubles produits se detruisent* En reunis^ant les coefScients de r'*, r\ , r', 
on trouvera le facteur cominan h^c^{(? — h'^)y et toute reduction faite on ob- 
tiendra 

MNPQ » 

oü Von a fait pour abreger 

Cela posc, Li formule pour la quadrature des surfaces courbes se trans- 
forme en 

•/•/ M JVP Q 

et comme in est compris entre b et c, et r<ib, on ponrra definir Vint^grale 
comme portion donnee de la surface, de la mauiöre soivante; 

^ ' J J ^^^'^^ WWF^ 

Un des cas les plus simples est celui d^une spbere dout le rayoo 
est r. Alors les derivees r\ r^ devieunent nulles, et pour avoir la sur^ 
face totale, il faut multiplier le second merabre par 8 ; la surface spherique 
sera douc expriaiee par l'iutegrale defiuie 

Ä — rt^ rr ifi^-v^)diidv 

Mais d'un autre cötö la surface spherique est 47ir% si Ton expriine par n 
une demi-circonference de cercle: nous aurons douc Fintegrale 



ff 



^n. 



Teile est la valeur trouvee par Mr. Lame dans les voluuies 2. et 3. du 
Journal de mathematiques de Mr. Liouville ^) veriiiee ensuite an moyen 
des fonctions elliptiques par Mr.Pomon ^^), demontr^e geometriqneoient par 
Mr. Chasles et phis siuiplement par Mr. Terquem ^^^). L'integrale trouvee, 



«) lAOHvüle Journal vol. 8. pag. 167, voL 3. pag. S55. 
*^) Liouville Journal vol. 2. pag. 185. 
<H»«) LiouvUlc Journal vol 3. pag. 13 et 99. 



282 i9. A« TortoUni, 0ur qudque» inidgraU» d^finiesm 

rapportee a des considerations geometriqnes, represeDtera la huitieme partie 
d'uoe surface spherique qui a poar rayoa 1. Je ue m'occuperai pas actuel- 
leineut des aotres applications qo'on poarrait faire dans rhypotbese de r 
variable: car las resultats qu'oo obtieut, surtout pour rellipsoide^ sont tres 
compliques; je doooei'ai piutöt une autre demonstration de riutegrale difinie 
qoe Dous avoos trouvee« 

5"". CeUe autre demonstratiou coosiste daos une transformatioo de 
la formale generale pour la cubature des solides. En appelaut toujours 
X, y, z les coordoDoees rectaugulaires d'uo poiot d'une surface courbe, od 
a pour uu voluine indefioi: 

V =^ JJJdx iy dz. 

Od sait que si r^ /i, i^ sout trois auti^es coordoaoees du mönie poiut, qui 
avec les preniieres coordoDoees ont une relatioo doDuee par les fonnules 

dx = adr^ßdii^ydv^ dy = a*dr\ßfdii\y^dvy 

dz = a''dr\ß''dti\f'^^^ 
riutegrale triple devieot 

V = fff{S^" (yß' - ßr') + ß'' (/a-yaO + y" il^'ß - «/?')) dr dfi dv. 

Ed repreDant les valeurs de x, y, z No> 4. et eo les differenciant complete* 
roent par rapport aux variables r, fi^ Vy ou a 

bc ' 

dz = (pQdr^^r^d^-^rydr)^^jry 

et pour les valeurs de 0| /?, /, .••• ou obtieat 

f*^ /i rv ru 

* _ -flgy Ä/ _ -^ r/» •, _ M rv 

** ~ *V(c»— 4»)' /^ ~ M" • »/(e*— 4») » y F*4/(c»— 4»)» 



En formaot les prodoits demaodes, en les soustrayaot^ et reduisant au m&me 
deoomioatenr, on aora 
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ß (ya-ay) — -^.—^^-—^^ 

Soit F' la sorame de cea expressious apr^s la r^daction au mdtne deno- 
minateur, il viendra 

^ = c»(c»-Ä*) V jan«^ /• 

Gnfin 81 Ton execute les muUiplications iiidiqaees dans le numeratenr, on 
(rouve le facteor commuu c^(c^ — 6^); donc plas simplement 

ef> le volume F »era exprimä par rinlegrale triple 

^ —JJJ mm 

Uiie premiere integrafion exeoufee entre les limites et r donne 

Dans le cas d^iiie spbere le rayou r esl con8tant En prenant Fintegrale entre 
lea limiles i et c poor /i, et 6 pour v^ et eu niultipliant par 8, on aura 

Mais le volume de la tphere a'expnroe par ^nr^^ donc FegalUe des 
deux valeors donnera ^videmment la derniere fomiule da No. 4«, et l'int^- 
grale defiiiie demandee representera aassi ^ da volame d'ane sphöre ä 
rayon I. 

6. Les recherebes precedenfes pcuvent encore s'etendre k quelque 
(riple transcendanle des fonctions eliiptiqaei«. En effet, si Ton repreod les 
valenrs de x, y, z delermiuees par les formiiles du No.S. nous avons 

^~ bc ' ^~ &/(c«~6«) > ^~" " cVlc^—b'') " 

En les diflTerentiant completementy et faisant pour abreger 



dv 
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on «in 



. f lLXdX I GLfidft Givdv \ 1 

j _ ( KMXäX HM/tdft, HKvd^ 1 

Ces formules, comparees avec les ibmiales geoerales 

dx == adX-\-ßd/jt-\-ydv, dy = o'rfA+/8'rf/[*+y'<fr, 

rf« = tt"dl-\-ß"diJi'\-y"dv, 
donneront 



" ~ G6y(c'— 6»)' /^ "~ I*y(c»-6»).' ' — L6y'(c»-*»)' 

, __ KMX ^„ _ HM(i ., _ HKv 

" ~~ ifci/(c«— 6«)' '^ ~~ JCc^Cc«-*»)' ' ~ J»rc/(c»-6»)* 

En formaot les produits indiqoes,. et en soustrayant, on anra 

a'Hvß'-ßY') = ^' (/*'-«") Ji^^g 

ß ir-a-ay) — ^. (^,. j., gjsrL » 

y'{aß-aß)= e«(c'-6')gl>f 

Selon les denominations etablies ci-dessas, V sera la somme de ces 
trois expressions. Ed redtrisant au m^me denominatear et execotant toates 
les multiplications indiqnees, on aura, apres avoir reuni tous les factenrs 
de A*, fi\ y*: 

^ whtklm ' 

et puisqoe 

l'integrale triple du No. 3. se transforme en 

Si Ton integre par rapport k v entre les limites et hj par rapport a fA 
entre les limites b et Cy et par rapport k l entre les limites iL et c, on 
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aora la huitieme partie du voIume d'une ellipsoide dout reqnation est 

Mai8 le volame de rellipsoide s'exprime par 
on a douc 

c c 

Celte expressiou a ete trouvee aussi par Mr. Lame ^), et Mr. Poissan Ta 
verifi6e ensuite au moyen de la differentiation ^^). 

7^. CherchoDs enfin la valeur d'aue autre integrale definie double qui 
ae rapporte a la quadrature de Tellipsoide aux trois axes inegales 

B!u conaervaut toutes les deuominatious etablies daus le numero precedeut» 

00 determinera les derivees partielles de x, y, z par rapport k fi ^t Vy l 

etaut cousidere comme constaut. Ou aura 

, Xv Xu 

-^ — be ' *» — *c ' 

* — "" c^Cc«-*») • JV •"' *» 77(c»-ft«) • iW ''• 

Ed forniant les prodotts x^yi, ^ty'y •••. etc. poar obtenir les valears de 
Xf V, Zf et en faistuit pour abreger 

* 6«c*(c*— 6») ' 

sprös avoir reduit les fractions au mdme denomiuateur IKLMj ou a 

_ c«&y(c«— »*) IhK^ (fi'—v*) 
- /(A»— 6»> • IKLM. ' 

_ hcie*—b*) /A*v*K,(pt * — v*) 
X ' IKLM • 

£u elevaiit au carre , faisaut Faddition, et extrayant la raciue , apres avoir 

suppose 

Ä = t/(X»-j-F»4-a5»), 

^) Ldouville jouroal vol. 2. pag. 167. 
4«) UouviUc Journal vol. 8. pag. 185. 
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et aprös avoir fait entrer le deoominateur de K\ sous le signe radical, on a 

en observant qae 

/i»y» x^ l^L^ _^ >^» K^M* z* 

6*c» A* ' 6*(c*— **) A* — 6» ' c»(c»— 6») A«— c» * 

Mais les valeurs de x^ y, z du numero precedent donnent 

£^ , y* j 2^ _ (A»— ^») (A »--»y«) 

et la valeur de B se redait simplement a 

d'oü Tod conclura que la surface de I'ellipsoide a trois axes inegales depend 
de Tiot^grale 

et la sarface totale sera 

b 

Mais on sait d^ailleurs qae la sarface d'ane ellipsolde ä trois axes inegales 
2h, 2h\ Ihf'y dont 2A est le plus petit, ^f^ exprimee par la somme 

o o 

OU 

A'«— A* , A'^* — A« 

« = m 9 € 



A'» ' * A''» ' 

T = y(l— (€» + £j)tl*+«»€*ll*). 

Dans notre cas on a poar les valeurs de c^b: 

h = )/(A* — O, V = y(*' — 6'), h" = X, 
par consöqaent 

On troavera donc l'integrale definie 



/T ""-"'' f^riS'''" ----^"'^'^ 



= t.(*>-c.+.^(».-6.)/'^--i5;=^u/>^.). 
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11 est clair que Tintegrale definie du premier membre d^end^ de la trans- 
forniation des fonctions elliptiques de premiöre et de seconde espece. 

Avaut de terminer ce memoire nous fairons quelques observations 
sur les formules trouvees. 

Seit P la normale abaissee du ceutre de Fellipsoide sur le plan 
taogent a la surface dans le point (x^ y, sr), on aura 

p = -1 , 

on plus simplemeut, par la Substitution des valeurs de x, y, z, comme on 
Fa dejä remarque: 

On conclura de cette expression, et des proprietes connues de Tellipsoide que 
}f(V — /ei*).]/(X^ — y*) est le produit des demi-axes principales d'une section 
diametrale parallele au plan taugen t. Cela pose, si Ton difflSrentie deux fois 
la valeur de <S qui represente Tint^grale indefinie double, on aura 

d^S _ (fA* — v^)d fidp 

/(**— ^»):>^(A»— V») ~ tkem 

Pour etendre ce dernier rapport a la surface totale, il faut multiplier par 
8 les deux membres, Integrer entre les limites etablies, et ensuite diviser 
par 71 X^Tt etant le rapport de la circonference d'un cercle a son diametre). 
On aura donc 

Par consequent le premier membre represente la somme des elements de la 
surface de Tellipsoide, divisee par les aires des sections diametrales paralle- 
les au plans tangents de ces elöments. Mr. Chasles '^) dit avoir prouve 
dans un ouvrage qu'il a recemment publie't^), que cette somme est 4. 
On aura donc toujours le resultat connu 

J IKLM ~" *^* 

h 

Mr. Chaslesy en faisant nsage du tbeoreme mentionne, parvient k demontrer 
geometriquement Tint^grale definie. 

*) Liouville joumal, voL 3. pag. 113. 

^^) Chasles Apercu historique sur Torigine et les developpements des m^thodes 
en gcometrie pag. 819. 

. 38* 
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20. 

Memoire sur quelques applications de la m^thode 

inverse des tangentes. 

(Par Mr. BartMhc Tortolini ^ Professeur de Hath^matiqoes tianscendantes 

ä rUniversite de Rome.) 



(Extrait da Come 79. da Journal arcadique de Rome.) 



V. Jbitaot doDDe reqaatiou d'one coarbe entre les coordonnees reo- 
Jres Xy fy OD pourra toujoors troover, ou exactement, ou par approxi* 
inatioo, la looguear d'an arc correspondant aox mdmes coordoDoees x^ y. 
Dans le premier cas on dit que la courbe e8t rectifiable; daos le secood 
cas la reclificalioD ne poorra s'execaler qae par le mojeD d'uue serie, comme 
il arrive poar rellipse, et pour Thyperbole, dont la rectification a doone 
80jet aax geomelres a plosieors recherchea importaotes. On pourrait proposer 
les Probleme reciproque, c'est a dire: soppoaant qae Tarc d^one courbe plane 
soit nne fouetiou determinöe de Fabscisse: troaver reqaation de la coarbe 
entre les coordonnees rectangnlaires x et y. Avant de repondre a cette 
qaestion, neos repeterons la remarqae deja faite, qoe larc 9 poarra dlre 
donne en fonctiou de rabsciase, ou en termea finies^ ou par approximatidn^ 
et que daus la premiere hypothese seulement il j aura lieu d'uu genre de 
courbes rectifiables. Dans ce memoire ou trouvera la Solution de cette 
double question, avec des applications cboisiesj on y trouvera en outre 
la recberche de requaliou des courbes qui sont les developpees des pre- 
cedentes, pourvu qu^elles soient rectifiables. Les exemples qu'on a choisis, 
se rapportent particulierement aux cas dans lesquels Tarc s et Fabscisse x 
expriment une parabole d'un ordre donne m-f it; c'est pourquoi je doone 
les formules qu^on trouve dans le Bulletin des sciences de Ferussac pour 
lanuee 1885, oü est dit qu'on les a extrait d^un ouvrage de M. Q. F. 
Wemeburg de Jena qui a pour titre Curvarum aliquot nuper reperta^ 
rum Synopsis. Comme je n'ai aucune connaissance, ui de Fouvrage in- 
diquö, ni de la continuation des extraits qu'on en promet dans le buUetin 
cit^, je ne manquerai pas dans la suite d'exanüner les cas dans lesqaela 
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Tarc 8 et Tabscisse x expriment nne ellipse, oo cercle, une bjperbole, uiie 
bjperbole 6qoilatere, oa enfin nne cycloide oa nne logaritbniique. Qooique 
ces rechercbes n'aient rien de remarquable du cöle de Tanalyse, elles ne 
seront pas cependant tout a fait denoe^s d'atilite si on les regarde comme 
OD exercice pour les jeuues etadiants dans les noovelles applicatious du 
calcal integral a la tbcorie des courbes. 

Soient donc Xy y les coordonnees rectangiilaires d'an point qael« 
cooque d*aoe courbe plane , et Tarc s seit exprimä par requation generale 

Pour (irer de cette formule requation eutre les coordonnees x, y^ 

II snffit d'obsenrer qu'outre la formule ordinaire 

ds" = dx^^dy\ 

on a encore 

ds = q>'(u)dxf 

donc Teliniination donne 

dy = rfa?y(y^(ti) — 1), 
et en integrant, 

y=/dxy(tp^\u)-l) + C. 
L'int^ation sera plus ou moins facile selon la forme de ^(u). II 
nons sera donc utile d'introduire Tangle forme par la droite, qui (oucbe la 
coorbe eu nn des ses poiuts, avec Taxe des y: cet angle que nous appelle- 
rons a, sera donne par la formule 

dy = cota dx 
qui resulte encore des autres 

dx = ds sina, dy = ds cosa. 

Mais d'ailleurs nous avons par la couditiou etablie: 

j ds 

on aura donc 

q>\u) =s -: — = coseca, 

et reciproquemeut x sera fouction de a, c'est a dire 

X = Y^ (coseca), 
d'on Ton tire, en diftef enciant , 

dx = — v/'(cosec a) -?^ da. 

^ ^ ' sm» a 

Cette valeur etant Substitute dans celle de dy^ nous aureus, en integrant. 
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et eil transformant le sinus et le eosinus eo cosecaote, 

y = — /t/;'(coseca)coseca(coseo*'a — l)rfcc-}-C 

L'integrale de la formule precedente, avec la valear de x, conduit par la 
voie de l'elioiiDatioii ä requation entre les coordonnees rectangulatres x et y. 
L'arc s sera donne en fooction de Tangle a par les expressions 

^ = 9)(ii) = 9>(^(coseca)) = jP(coseca). 
Apres celä il ne sera pas difificile de determiner le rayon q du cercle oscu- 
lateur en partant de reqnation conDue 

,d8 

oü ß est le complement de a. On aura doac 

dß = —da, ^ = +^. 
Or Tod tire des equations precedentes: 

, dx j Bin^ada 

as = — : — 9 aa =^ — 



sina ^ oo8at^(co8eca)^ 

et en substituant: 

, cosec^ a >^(cosec* a — 1) 

L'expression du rayon du cercle osculateur que nous avons trouve se re- 
duira a une fonction de x seol en eliminant Tangle a par le moyen des 
relationä qui existent entre x et a. Avec la mdme facilite nous y |mr- 
viendrons en faisant usage d'une autre expression du rayon du cercle 
osculateur oü dx est constant. Cette expression est la suivante: 

Qr les equations dejä etablies donnent 
de maniere qu'en substitant on obtient 

%"". Les formnles precedentes peuvent ötre appliquees aiseroent si s 
est determine par les equations 

f^ =zpx, * = i{v^), 
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d'oa, en differenciaot et divisant par ds, on tire 

dx 2V(px) 

ds p ' 

et de la 

X = ^(p sin^a), dx =z j^(p sina cosa da). 
En sabstituant cette expression de x dans celle de Tarc s, cette derniere devient 

s =r ^psma. 
La valeur de dx Substitut dans celle de dy, donne aossi 

dy = ^p cos^a rfa, 
et en integrant: 

y = ^pfcos^ada-^-C. 

Avant de proceder k cette Integration tres-facile, j^observe que 
r^aation diffi^reutielle de la courbe se tronve en faisant 

cot« = i^(l=:£l2f!) = ^y-^f^) , 

Bin a 2 y{p x) ' 

et Ton aura 

L'integration de la premiere formule, exprim^e par a, est la plas facile, et 

on anra evidemment 

y = ip(a'\'Sinacosa)'\'Cf 

et comme poar a = on a y=:=r 0, on aura C = 0, et o? et y en fonction 

de a seront 

y = a(2a-{-sin2a), x = a(l— cos2a), 

ou pour abreger on a fait p=z 8 a. Les äquations trouvees representent 

evidemment une cycloide dont le diametre est 2a = \p, et relimination de 

Fangle a nous donne l'equation connue 

y = y^(2aj: — j?») + a,arc(8in = l^i^f^H^) . 

Donc si, en partant de lextremite superieure de la cycloide, on däcrit une 
parabole dont le parametre est le quadruple du diametre du cercle gönerateur, 
les arcs correspondants de la cycloiide seront ögaux aux ordonn^es respectives 
de la parabole. Cette propriete ou cette relation des deux courbes ne s'ötend 
pas au delä du foyer de la parabole, car les ordonnees de la cycloide de- 
viennent imaginaires pour des valeurs de ar>>2a ou pour x^ \p. Cette 
consäquence peut au^si se deduire en observant que Tarc s d'une cycloide 
qni commence a Textremlte du diametre 2 a est exprim^ par 

s = 2^{2ax) ou «^ = Sax: 
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equatioQ d'uue parabole dont le paramelre ent p = 8a, en preoaot depuia 
Textremite des absckises auiaDt de droites egale» ä 2y(2ax). 

3"". L applicatioo faite a uoe parabole de second ordre peot s'etendre 
a une parabole de Tordre tTi-f-^^ ^^ doot Fequaliou est 

d'ou par la diflereuciatiou on a 

En divisant par ds, et eo y iotrodaisaut sioa, il vieudra aisemeot: 

(m + n) «"•+'•-* (m + n) x 

Eu elimiuaat mainteuant Tarc s au rooyen de la premiere eqaation da pre- 
sent No. oti trouvera les stnus et cosinus en fouetiou de rabscisse, c'est 
a dire 

n 

«n« = -^-(^) el 



'^h-c^mfl 



p 

d'oü, eu faisant poar abreger 






OD tire les valeurs saivaotes de ic et « exprimees par a: 

m+n m 



Les valeurs des ligues trigonometriques sinus et cosinus devieiidroüt fouc» 
tioiis de Tarc s eu cbaugeant Tabseisse x daus Tarc s et Texposant — ^— 

en — . Des equatious precedentes, eu prenant la valeur de la cotangente 
en fonction de Tabscisse x, on tire requalion differeutielle de la courbe: 



[•-(iiT^)"(#]' 



4y^ Z :=!+ ^ 

m \pf 

11 n^est pas difficile de trouver Tequation differeutielle entre a et y, laquelle sera 
plus coniuiode pour les applications ; la valeur precedente de x, differenciee 



i^-1 
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0008 donne 

m 

dx =^ -5^^ («iD«)* cosada^ 
et par oons^oent 

dy = — i- (sin a) * oos'a rf«, 
ou pliia fiimplement 

m 

tfy = 9Cösaif.(8ioa)" • 

Les formnles de ce No. sont eelles qae Tod trouve dans le 
cite de Mr. Femssac. L*iutegrale de la formule pr^cedeote, avec ia valeur 
de X, repr^Dte requalioo de la courbe demandee, et relimiDatioD de langle a 
fouroira r^natioo aux coordonnees recCaogulaires. Eüfin, pour obtenir la 
longaeur du rayoo du cercle osculateur, il suffira de diffiSreucier la valeur 
precedente de Tarc s, et de diviner le tout par dai H viendra 

Q == + — *-(8ina) " 0080. 

4^ Toutes les valeurs etabliea se simpUfieut eu posant n = 1 , et 
en oousidöniDt aiosi noe parabole de Tordre m-f-1 doot requation est 

Comme od a uon aeulement 

mala eocore 

X = -T-;? — gsitT^^aj dx = 1919 sie'" a cos o dfo^ 
00 aora pour Taugle o loa deux iquations 

Ott bien 

deaqueUes 00 tire T^quation differeutielle 

dy = V dx, 

m \p) 

CraUe*! Journal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 89 
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ou bien celle-ci: 

dy = ycosaif.sio'"« = mq sin^^acos^adai 

et enfin le rayon de courbure 

^ = + m y sio^"* a cos ex. 

L'iotegrale trigonometrique qui exprime la valeor de l'ordoanee x, sera 
composee d^ane saite de termes differents, selon que Texposant m est pair 
ou hnpair, en observaat que par les artifices coddus de rinlegratiou par 
parties on pourra le döcomposer dans les deux termes 

y =z g (sin"*« cos a 4* / ^'^"'"^ ^ ^^) "f ^* 

Faisant m-f 1 = ^9 ^ sera pair pour des valeurs ioipaires de Vy et impair 
pour des valeurs paires de y^ et on troave pour des valeurs impaires de v: 

mn^'ada = — [sitT^a^:^^ sin''-*a+ ^^_2]\^_^\ sin'^a4- — • 

, 2A....(p—3)(v-l) 1 . ^ 
^ 1.2.3 ....(v—4)(p— 2)1'^^^ 

et pour le cas de r pair, 

sin'ad«- - -^lsiu-^a+^^s.u^-^a + .... + ^^^^^ 

, i.3....ip—3)(p—i) ^ I ^, 
+ 2.4....y-2.v '' + *'• 

formules qui dans les deux cas nous fonruissent le moyen de calculer les 
ordonnees des courbes. Fassons a des applicatious particulieres. 

5^ Soft m = 2^ nous aurons Farc s donne par une parabole de 
troisieme ordre, c'est ä dire par Teqoation 

Or nous avons par les formules generales: 

9 = iPf ^ = f^sin'a, s = gmn^a, 

et en outre 

dy = Qgainacos^ada^ 
donc, en integrant, 

y = — f ycos*a-f C 

Mais a a = correspond y = ^ et par consequeut la constanle C est 
= 1^/ Tintegrale eomplöte sera donc 

y = ig(l—cos^a). 

Enfin le rayon de courbure devient 

Q = 2^sinacosa = ^siu2ct. 
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Pour trouver aisement requation aux coordonneea rectangulairea 
X, y, faisons 

tv-y = r'- 

Eflh^ant Taccent, nous aurons les deux equations simaltaoees : 

et si Tou pose 
il vieodra 



(~) = siaa» {^y = cosa, 



et eiifiiii en ölevant au carre, et sommant, nous aurons 

Teile est requation de la courbe dont les ares sont egaux aux 
ordonnees correspondantes d'une parabole cubique. Elle est evidemment 
semblable ä la developpee de Tellipse, quoique la forme de la courbe soit 
tout k fait differente; car pour la developpee de Tellipse on a 

(z)'+a)*='. 

et 11 ne peut 6tre A = B sans que ^ = = £• Ein outre ^ comme on a 
evidemment 

sin a cos a = \^-) j 
Texpression tres simple du rayon du cercle osculateur de cette courbe est 

6^ Supposant le nombre m == 3, on a entre Tarc s et Tabscisse ^ 
requation d^une parabole de quatridme ordre, c'est a dire requation 

et les equations ordinaires du No. 4. nous donnent 

q == (t)V» * = ysin*a, x = ^^sin^a, 
avec lesquelles doit coexister Tequation suivante: 

dy = 3 9 sin* a cos^ a lila 
qui, etant integree, donne 

r= — f7.i(sjn4a — 4a)-f C; 
et comme k a = correspond ^ = 0, on aura Cs=: 0, et la valeur de 
Tordounee y se presentera sous la forme suivante: 

8»o 
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y = i(i)V(4a — «>n4a), 

a laquelle il faat (oujours räunir la valear de x troavee apröa la sabsti- 

totion de g, ce qui doiine 

X = {iyp8m*a. 

L'elimioation de Taiigle a s'execute eu deduisant les deux formoles 

siua = y^-f a = arc (»in = y-?-) 

de la precedeote; oü Ton a fait pour abreger 

Od forinera ensuite les quantites 4 a et sin 4 a poar les substituer dant la 
valear de y. Noua pourrons cependaiit dou9 dispenser de chereber ces 
valeurs, et demonlrer plntöt que la courbe dont il s'agit a qaelqae ana- 
logie avec la cycloide. Si dans cette vue on transforoie la qoatriönie poia- 
saoce du sinus eu coslnus des arcs doubles et quadruples, on obtiendra 

X = ^^(3 — 4cos2a4-l'f^^'^^)9 
et en supposant 

a? — ^^(3 — 4cos2a) = x% 

uons aurons les deux equations 

x' = a(l — cos4a'), y = a(4a'4-sin4a'), 

apres avoir fait 

4a = 180+4a', / = y—tm'a, m = ^A. 

Ces equations pourraieut representer Uequation d'une cyeloide, si x' n'etait 
pas one fonctiou simultanee de x et de Tangle o. 

7^ Seit eu outre, pour les applications plus nombreuses, le uonbre 

m==4, on aura une parabole de ciuquieme ordre 

s^ = px% 

et les equations du No.4«, dont uous avous deja plusieurs fois fait usage^ 

uous douneront 

9 = (*)V. 
et en mäme temps 

s = afp sin*a, x = (iYp sin^a, äy = 4^ sin^a cos^a da^ 

et en integrant 

y = xV^cos(x(3sin*a — sin'a — 2)-\'C. 

Comme pour a = on a aussi y=iOj la constante sera 
et la valeur de y est 
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y = ^-4((38in*a — siVa — 2)C08a-f-3), 
oü 

^ = (i)V. 
Oo devrait encore eliminer ici Taiigle a au moyeu de requation 



siua 



?j. 



et former eusnite les fonctions trigonometriques correspondautes ; inais au 
lieu d'execaler ce calcul, nous uous boriierons a faire voir comment cette 
courbe admet quelque aualogie avec la courbe dont Tequation e^t 



(^)'+(i)' 



1. 



Eo effet si dans la valeur de y on trauäforme »in^a, sin'a, siu^a eii cosa, 
cos'a, cos^a, il vient rexpression 

y = ^ii (2 -f 1^(12 cos*« — 5cos3a — 8cosa))^ 
ä laquelle ii faut röuoir Fautre 

Faisant eusuite 

y — ii4(2 — i(5cos3a-f-8co8a)) = y', 

on aura les deux equations trös aiiuples 

X = ^siVa, y' = ^cos^a, 

par lesquellea oo obtient iminediatenient Fequation 

qoi representerait une courbe comprise daus requalioii plus generale 

si y' u'etait pas une fonction simuKauee de y et de a* On pourrait de 
cette maniere pousi$er plus loiu les applications pour les paraboles des 
ordres superieures, inais il sera toutefois plus utile de les supprimer^ et de 
dirlger plutdt nos rechercbes aux lignes de second ordre, dout nous avons 
deja traite Texemple de la parabole Apollonienne. Nous choisirons une ellipse, 
et nous nous proposerons de cbercher une equatiou teile de cette courbe 
que ses arcs soient egaux aux ordonuees de Fellipse des arcs 2a, 2b. 

91". Sil eutre Tarc s et Tabscisse x subsiste requation 

— 4-— — 1 
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efle nous donoe, differenciee, et divisee par ds, d^apres les deDomioatioos 
etablies : 

sma = — yr- . — = r- . -^ , 



d'oü 



et eusuUe 



X = -• 



b^ sin a 

* = + 



La valeur de x, difförenciee, donne 

dx = + — 3- ♦ 

(a» + 6*8in»a)* 

et par consequent requation differentielle entre ^ et y devient 

dy = + 



Integrant cette deroiere equation, et eliminant a au moyen de la valear 
de X, on aarait requation de la courbe eotre les coordoonees rectangulaires 
X, y: mais comme Tint^gratioD ne peut s'executer que par approximatioii, 
DOII8 dedniroos des formules etablies plusieurs consequences. Faisant pre* 
mierement a = 6> les formules preeödeutes se traDsforoient en 

_ , o _ asina 



et en möme temps on a 

• _ a cos* g da 

^^ ~ +/(l + 8in«a)' 

dont l'integrale est egalement irreductible en termes finies, et pourrait de- 
pendre d'une fonetion elliptique de second espece. Pour avoir queique 
r^ultat elegant, appelons v an angle qui verifie requation de Tellipse par 
le moyen des formules 

X = acost?, y = bsinv 

qui seront les equations polaires de la courbe. En les differenciant, nous aurons 

dx = — irsinrifr^ dy = beosvdv* 
DiYisant la premiere par la seconde, on en tire la relation connue de 

l'angle a: 

a sini; 
8ina = — -r-* » 

G08 V 

d'oü 

. y(b* cos* t; — g* sin* v) 

OOv €t " "■■" • • 

gsnir 
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Cette valeor^ cnibstita^ avec celle de dx dans l'equation entre y et a^ donnera 

dy = *rfry(l — c'sin^r), 
oä Ton a fait pour abreger 

L'iDtegrale de cette formule represente oue fonetioa elliptique de aecond 

eapece, et devra subsister pour des valeura telles de v qae 

1 — €*8in*r >> 0, 
et par soite 

sinr <C — . 
c 

Lliypotbese a = 6 nous doane 

sin a = — tangv, dy =• adv y(l —2 ain'r) = a Jr y(cos 2 r). 

On doit avoir siqv <C -;7^9 ce qai correspond ä r <C 45^ Enfin, oomme 



/2 

Tangle a est doüne en fooetion de v, de indnie Taogle r poorra ötre donoe 
en foDctioo de a, et on aura evidemment les valears 



siur = — /. . . , > , > v i cosr 



quiy dans Fbypotbese a = 6, se transforment en 

sin a i 

Sin 9 = 773-T — '-^^r—'n cosr 



•(l + 8in»a) ' ^"^"^ ~ •(l + rin«a) ' 

9^. Lorsqae Farc s est donne par reqaation d'nne byperbole dont 
rorigine est ao eentre, savoir par l'equation 

en differenciant cette equation, et en la divisant par dx^ on aura toiyours 

sinot = -r-^-^ , 

b X 

d*oo Ton tire les valeurs suivantes de x et de s: 

_ ö* 6»8ino 

X = -77-= ^> . , . , s 



Differenciant la prämiere de ces eqnations, il viendra - 

(a» — iasin^a)* * 

Cette valeur, sabstituee dans Texpressiou de ify^ dout on a deja fait usage 
plosieurs fois, donne 

^ ~ (a*— 6*8in»ä)* * 
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Cette expresrioD ue peat dtre iotegree que par approximatiou. L'iotegrale 
däpend d'une foDction elliptiqae de seconde espece. Dans rbypotbese d'une 
byperbole equilatere ou a = b, et par coDsequeui 

a j asmada 

X == , ax 



COftV ' C08*a 

La valeor de dy devient done 



cosa 

Integrant^ od a 

et S008 une aatre forme: 

y = ölogtang(45<>-f ia)-|-C. 

Pour trouver la coDStaote , on doit observer qae pour a = on a y = 0, 
el C=0, et pour y on obtiendra par une trausformatioo faeiie, 

Poor eliminer Tangle a, il faut premiereineot passer des logaritbuies aax 
nombres. Od aora aiDsi 



i 1 4- siD a 



cosa 

et comme 

OD cbassaDt ies radieaux, oo troovera 

IL 

{ae'^ — xf = x^ — a\ 
et de la övidemmeDt 

X = iö(€» -fe *»): 

eqoatioo de la chaiDotte, doDt Ies arcs soot egaux aux coordoDDees re* 
spectives d'uoe byperbole equilatere« L'iotrodactioD des coordoDDees po- 
laires poarra eDCore daDs ce cas simplifier dos eqaations. Ed effei, eo ap- 
pelaDt V DO aDgle oo odo coordoDDee polaire, dous remarqDeroDs qa'oD 
verifie TequatioD de Tbyperbole ao uioyoD des valeurs 

X = , 8 = b tSMSLVj 

cosv ' ® ' 

d'oü, OD differeDciaDt , od tire 

. a%mvdv • bdv 



COS* V ' €08* V ' 
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et en divisaot oo obtient 

a%\nv __ 1^(4» — a* sin* v) 
»ina = — g — , cos« == — j ^. 

Ces valeure ^tant substituees dans la formule dy = --: — dx \\ vient 

dy = -^ >/(&* - ö' sin' r) : 

•' C08* ü ' 

eqoatioo Don iiitegrable qne par les series. v doit dtre uq aogle poor lequel 
8iur<C — j et Thypotbese a=& dous donne de nooveau la formule deja trou- 
vee par le seul chaugement de v eii a. Enfin il sera atile de faire voir 
comment ou arrive plus facilement a ee deriiier resultat en faisant usage im- 
mediatement des remarques No. 8. Bu eflet, pour Thyperbole oo a 

ds i / \ i 



la valeur de y du No* cite devient 

, _ rfjryXft« — aMx« — g*)) 

et 81 Ton substitue x = , ou se (rouve ramene a requatioii etablie. 

10^. Nous n'avons considäre jusqu'ici que des equations des ligoes 
algebriqoes; maiuteuant nous appliquerons cette theorie a plusienrs courbes 
(rausceDdantes parmi lesquelles dous cboisirons la cycloide et la logaritb- 
mique. Si pour la premiere on suppose rorigine des coordouuees dans le 
point extreme du diametre du cercle generateur qui divise la courbe en 
denx parties egales et semblables, FequatioD differentielle eotre Tarc s et 
Fabscisse x deviendra 

ds =^ dw^l{^^), 

Qa etaut le diamelre du cercle generateur: la derivee partielle de Tarc sera donc 

Cette valeur etant substituee dans celle de x du No. 8. , on aura aisement 

Supposant 

cette equation representera Tequation differentielle d'une cycloide dont le 
diametre est o. Donc pour decrire la courbe 9 dont les arcs soient eganx 

Grelle*» JoDmal U d. M. Bd. XXYL Heft 4. 40 
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aux ordonnöes d'une cycloide dont le diametre est 2a ^ il soffit de d6crire 
une autre cyclo!de de diametre a, c'est a dire 1a moitie da precedent, et de 
prendre en mSme temps les ordonnees de cette deriiiere multipliees par ^2. 
Nous serions parvenus aux minies conclusions en faisant osage des eqoa- 
tions fiuies de la cjclolde; comme on le verra daus la soite. 

En appelant en effet u na angle compris entre les limites et Uy 
les equatioDs de la cycloide seront, comme on sait, 

X = a(l — costf), s = a(U'\-8inu)y 
et reliminaüon de Tangle u donnera Tequatioa 

s = fl.arc (sin = l^i^?^Il^)4-y(2Äar — j?*). 

En differenciant les valeurs de x et de s et en les diyisant, on anra 

•^ sin«« A 1 - ,// ^ \ 

sma = j-, = tang4ti=: i/l- ), 

doik 

2 a sin* a 



X 



l-fsin^a ' 



et en differenciant, 

, 4a sina eosa ifa . 

HX = — jr—. — r-= — TT » 

la valeur de äy deviendra donc 

-m 4acos*grfa 

^y ~" (l-|-8in*a)» ' 

00, en transformant les pnissances du sinus et du cosinus en cosinus d'aa 
arc double, on aura pour x: 

__ 2a(l — co82a) 
^ 3— C082a » 

et poor la valeur de dy: 

, 8afl-{-co8 2a)i/g 

^ (3 — coß2a)» • 

Integrant cette demiere formule et eliniinant Tangle a, on obtient requatioa 
entre or et y. Cependant on pourra executer Tintegration plus elegamment 
en introduisant Tangle u donne ea fonctioa de a par les equations 

sina = tangi^ti, oosa da = *,|* ; 

la valeur de dy se transformera par la en 

dy = 2a<^iicos^ti /(costi). 

Cette derniere formule sera rendue int^grable en appelant t> nn autre angle 

tel que Ton ait 

cosie = cos*^9, 
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d'oü 

öiulti = i(y(l-cosHr)) = ^^ 

Differenciant en mdme temps, on aura les valeurs 

cos^ti du = — -^ — 

qui, substituees, noa« donneut 

dy = a^2.cos^\vdv. 
En integrant od aura 

y = y2.^a(r4-8int?), 

la constante etant zero a cause de t? = pour y == 0. Si maiutenaut on 
remarqae que pour les valeurs d^jä etablies on a 

1 — costi = i-(l — cosr), 
il sera aise de voir qn*a Texpressiou de y doit correspondre celie-ci: 

X = \o(\ — cosr). 
Ces expressioDs representerout les^ eqnations d'une cycloide dant le 
diametre est a, pourvu que Ton suppose y = y^jf2» En eliminant v on 
aura donc 

y' = •^aarc^sin= '^\^^~^ ^ J'\-(ax — x^). 

Enfiu rintegration de y par rapport a a nous reconduit aux resultats deja 
trottvees. On aurait en eflfet 

j *«/ (3_cos2«)* 

£u vertu des formules connues du calcul integral: 

/ (14-cos2g)rf.2a 48m2tt , . f d.2a 
(3— co82a)* ö(3 — co82a) "> V 3 — co82a 

et 

y " d.2a 1 / . sm2a./8 \ 

3-C082« ~ yf arc^sin_3_^^2a7' 
d^oü 

^ \3 — co82a * /8 V 3— Cüs2a//' 

il devra subsister en rnöme temps Fexpression de x en fonction de i angle a, 
et comme on deduit de cette derniere 

8in2a = — -^ — ^^ ^, cos2a = -= , 

2a — X ' 2a — X 

substituant dans y on en tire 

y = ^fly2.arc(sin =^^^^5^1=^ 

expression tout ä fait identiqoe avec celle d^ja trouvee. 

40* 
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W. Sapposant ane logarithoiiqae doDt reqoation est 

on en tire 

— -£. 

d^oü 

X = asina, dx = acosaila, 

et en iDÖoie temps 



siua =. — , 



cosa 



a 



reqaaüon differentielle de la courbe sera doDC 

. cos'« j 
äy = a —. da. 

"^ sina 

En iDtegrant on aura 

y = a (log taug j^a-\-coad)'\'C. 
Seit b Fordounee correspoudante a a = 90^ la constante est C==b; done 
Finte^rale complete est 

y = a(log tang^a-{-C08a)-f6^ 
qu^on pent meltre aossi sous la forme 

r — o — acosa = alosL-j-, . 

Sabstituant ici sina, cosa en fouction de x et passant des logarilhmes aux 
nombres, on obtient 

e = 



Teile est reqaation de la conrbe dont les ares sont eganx aux ordonnees 
correspondantes d'une logarithmiqne 

11 Ton fait usage de F^quation 



OD a 



d'ou 



s = 


= «•♦ 




sina = 


a 




X 


' ? 


/ff i/kfip 


dx ' 


a cosa da 


* *®S 8in« ' 


sina ' 



et reqnatiou differentielle entre y et a devient 

dy = — acot^aila« 
L'integrale de eelle-ci est evidemment 

y = a(a-{-cota)-{-C. 
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Or pour determiner la constante, soit b rordoimee correfirpondanle a =90 
= i«, ouaura C = b-^an. 

FaisaDt cetle sabstitotion et supposant eu oulre 

-j^Ti — a == /?, 
on obtieodra pour integrale complete 

y = fl(tang/9 -/?) + *. 
Or la valeur precedeote de sina ooas donue 

r^aation resoltante entre x et y sera dooc donoöe par rexpressioii 

OQ bien par 

On poorrait d'ane nianiere seinblable etendre ces propositions a d'autres exem- 
ples. Mais sans neos occuper d'antres developpemeots , noas croyons plus 
utile de proceder a la determioation des equations des courbes develop- 
pantes: c*est ce qui formera le sujet des Nos. snivants de ce memoire. 

Sor les fiqaatioDS des developpantes de plusieura oourbes planes eonsiderees daus 

les 8 nameros precedents de ce memoire. 

12^ Representant par Fexpression ordiuaire et generale 

r^uation d'nne conrbe rapportee a des axes rectangulaires, et appelant JT^ 
T les coordonnees du centre du cereie osculateur, ^ le rayon et s Tarc 
de la courbe correspondante , ou sait que Tou a les equations 

Y — y Q X — X __ j?_ 

dx rf# ' dy rf* ' 

an moyen desquelles on parvient par relimination de or, y a une relation 
entre J^, Y qui appartient a tous les centres des cercles osculateurs, et qui 
sera par conseqnent evidemment Tequation de la developpee. Si au contraire 
Tequation eutre X^ Y etait couuue, on pourrait eliminer ces coordonnees et 
trouver ainsi nne equation entre x^ y qui seroit celle de la developpante de 
la courbe represenlee par l'equation donnee et de la developpee de la courbe 
representee par Tequation precedente. U est essentiel de remarquer que 
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toutes les developp^s soat des courbes rectificables , car leurs arcs soni 

egaux aux rayoos osculateursi de la developpante , ou n'en diflerent qua 

d*uDe quaiitite constante. Cela pose, si Ton appeile x, y^ s les coordon- 

nees et larc de la developpee, X, Y, R, S les coordouoees, le rayon 

osculatenr et Tarc de la däveloppante^ les formules precedentes se chao- 

gerollt daiis les suivantes: 

y — Y _ R x—X _ R 

auxquelles il Taut ajouter 

dB = ds. 

Ea outre les directioos des rayons oscalaleurs etant les droites qui 

touchent. la developpee, il suit qu'en appelaut a Taogle qae Taxe des y 

forme avec une droite qui touche la courbe dÖTeloppöe dans le point x, y, 

on devra avoir 

dy . dX 

.^J. = cot« = - -jy , 

et posaot lorigine des coordonnees a lextremite de Tarc s, on aura 
seolemeut ^ y 

^ ~ *' rfX "^ — tanga, 

et en rnöme temps 

dX dT . 

ds ^ ds 

De ces valeurs on tire immediatement les expressions des coordonnees X, 

Y, savoir 

Y == y — Ä.cosa, X = x — ««sina. 

Or si Ton connait les expressions de x, y, s en fonctions de Taugle a, on ponrra 

par Feliminatioa de cet angle parvenir a Teqnation de la coorbe developpante. 

13^ Pour appliquer les formules pr6cedentes ä un cas trea-aiiiiple, 
supposons que x, y satisfont requalion d'un point 

a? = ö, y := b. 
On pourra preudre 

* = M+^% 

et les dernieres equations du No. 12. donnerout 

Y — b = — s.cosa, X — a = — ^«ainc^ 
dou Ton a evidemment 

{X-af-^iY-by = aH*'-- 
equation d'nn cercle, si Vorigine des coordonnees est dans an point de la 
circonference* 
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14*. Avant de passer a d'aDtres applicatioos, il «era utile de re-- 
marqoer que la differenciatioD des valeurs de X, Y donne seolement 

dY = s.sinada, dX ^ss — s.casada; 
par consöquent Tarc jS» de la d^veloppante sera determine par la formule 

dS = ^(dX^-\^dY^) = ±sda 
qai noQs apprend que le rayon du cercle oscuiateur de la developpaote est 
egal a Tarc correspODdant de la developpee. Choisissant maintenant les 
equations des developpantes dans lesqoelles larc 9 exprime nne parabole de 
Tordre m -f it, c'est k dire oü 

noos D'aurons qu*ii substituer les yaleors de x, y% s en fonction de Tangle a 
determioees deja daiis le No. 3., dans les derni^res equations do No. 18. 
II en resaltera 

X= I q (sin d) *• , F= -r^ yCsina)" cos'aifa — ^(sina)'' cosec 
Cela donne aisement les difiereulielles correspondantes 

dX = y(sina)'*cosa rfa, dY = (sina) " da. 

On anra donc ponr Tarc S: ^ 

dS = ^(sina)"^a, 

oä la quantit6 q est, comme dans le No. 3. , 

Ces formnles ^ simplifient encore en supposant n = 1 ; alors on. obUent 
poor la conrbe developpee, pour laquelle 

les valeurs 

X = — j^j g (sin a)'"+* , Y = mqjBhV"^ cos* ada — q sin*" a cos a, 

et en möme temps 

S = q/slfTada. 

On tire de ces dernieres ce qu'on a tronv6 dans le premier exemple. 
En supposant in = 0, on obtiendra les equations 

s = Pj Jr= ysina, K = — ^cosa, Ä = ya 

qni renferment celle du cercle 

^«4-r' = q\ 

II ne sera pas inutile de reniarquer que pour m = le coefficient 
de \p dans Fexpression prend la forme indeterminee 0^. Ponr en trouvei 
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daos ces cas la valeur veritable, il soffit d^ob^erver qoe si poor des valears 
particulieres de y, z uue foDCtioo y prend la forme 0^, od en troave la veri«- 
tabie valeur eo caiculant Fexpression 

y\ z' elaut les derivees de y, z, et e la base des logarithmes byperbo- 

liques ^). üe cette iDaniere, , en faisant 

m 

la differeuciatiou par rapport a m doone 

y — (m+l)«' z — j, 
et rexpoueutielle en queslion se change en 



e '"+^ 



qui pour m == sera 6gal a Funite, et par eonsequent ^ = |/« 

13''. Si Ton prend pour second exemple m == 1 , on a pour la 0|r- 
cloide developpee les eqnations du No. S., c'est a dire 

y = ^|>(2a-}-8in2a), ar = ■J|>(1 — cos3a) et * = j^psiua; 
par eonsequent les equations ordinaires de la developpante duNo. 12« deviennent 

F = ^p(2a — sin2a), X= — i|>(t — cos2a) 
qui appartienuent evidemment a une cycloide du mSnie diametre que la cy- 
cloide developpee; la cycloide est donc la developpee eile rnöme. 

16^ Supposons m=2 pour la courbe developpee, on anra Farc ^=zpx^^ 
et requation sera 

(x)V ©' = «• 

Prenant ensuite les valeurs de x, y, s qu'on trouve dans le No. 6. Eii 
les substituaut dans les expressions de X, Y dont on a dejä fait usage, 
on en iire pour les equations de la courbe developpante: 

Y = iq{l — cos^a) — ^sin^acosa, X= — ^^sin'a; 
d'oü par reliinination de a on obtient la r^Iation cbercbee entre X, Y. 
Enfin Tarc <S de cette courbe sera donne par Fexpression 

jS = q tHiv^ada = \q{2a — sin2a). 
]7^ Prenant pour equations de la developpee les suivaotes: 

^ ~ |/(a* — ft»8in*a) ' y ~ ^ ^ J >^(a« — Ä» sin^a)» ' 

«J Voir Cauchy Calcul differentiel pag. 45. Paris, 1829. 
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oo Farc s exprime nne hjperbole 

et eil jntoie temps b^ma 

s = 



la sabstitutiou de ces valears doone 

Pour troover la forme de Fintegrale qui appartient a Y, differencions cette 
derniere* qoantite, oa bien , sabstituoDS la valeur de s dans la premiere foromle 
do No. IS«; cela dous donnera 

w^ &* sin* a da 



yia* — 6» Bin* a) ' 

et eu faiaant poar abreger — ^ = c\ 

AV — — Bin* tt rfg 

^ W(l— c*Bin««)* 

Ed faisant usage de la Dotation des fooetions elliptiqoes de premiöre et de 
aeconde espöce doiit Legendre s^est servi, savoir 

DU aura riotegrale de dy par la formole 

y = fl (F(c, «) — E{c, a». 
La coöxiateDce de cette formale avec eelle qui donne X repreaeute Tequa- 
tion de la developpante de la coarbe de laquelle on tire requation d'une 
bjrperbole entre Tarc et rabscisse. Daus rbypothese d'une byperbole equiia- 
t^re pn a a = 6, et alors 

F{c, a) =y~j^, E{c, d) r^y cos« da, 

par coDsequent, ontre 

X = aeosa, 

on a aussi 

J= Ä(iIog(J±^)-sJn«). 

Poar eliminer Tangle a, il suflfit de remarquer que 

F+asina = iiIog(i-+^), 

et en möme temps 

Bina = — ^ \ 

CicUe^s JonniBl f. d. M. B4« XXYL Heft 4^ 41 
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Teile est la developpante de la chaiuette dont reqnation est 

18^ Chercbous enfin la developpante de la courbe pour laqoelle enlre 
larc s et Tabsci^^se x sabsiste reqaatioii d'une logaritbmiqae, c*est a dire 

s = nlogj:. 
Par les fonnoles da No. 11. on a 
9 = iilog(8iDa), X = nsina, y = 6'\'a(logtaugj^a-\-cosa). 
La subslitation de ces valeurs dans les expressions ddjä obtenues de^ YAonue 

Y = 6 -f-^Clog taug ^ix-f cos a) — a cos a log (ainee), 
X == aslua — a siu a log (sin «). 
L'existence de ces deux eqnatioiis et r^iimiuation de Tangle a donne poor 
requation de la developpante de la courbe: 

Si Ton avoit cboisi la logarithmique de la forme 



s =: e'' 



alors, puisque comme an No. 11* 

X = nlog-: — , 8 = -. — , V = Ä — 4(aÄ) + «(a4-cota), 
ou auroit trouve pour X et Y: 

et en faisaut \n — a = ß^ on aura plus simplement 

On tire de ces eqoations, en passant des logaritbnies anx nombres^ 

* — cos/? ' ^ — TT ' 
d'ou eofio 



X-fa 



« (Y—t 



COS 



La developpee de cefte courbe a pour equation 

derniere formule da No. 11. 

Ilome 11. Mars 1843. 
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2h 

Untersuchimgen über die Wahrscheinlichkeits- 

rechnung. 

(Von Hrn. Dr. Ottinger, Prof. ord. an der Universität zu Freiburg im Br.) 

i Fortsetzung von Nr. 16. im vorigen Hefte diese« Bandes. ) 



S. 14. 

In einer Urne befinden sich m Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 •••• m 
bezeicbüet sind. Es wird p mal gezogen und jedesmal eine Kugel heraus- 
genommen, die man nach der Ziehung in die Urne zurückwirft. Wie grols 
ist die Wahrscheinlichkeit, dar» die Summe der auf den gezogeneu Ku- 
geln eingezeichneten Zahlen gerade s beträgt? 

Die Anzahl der günstigen Falle kommt, wie leicht zu sehen, mit 
der Zahl der Gruppen übereiu , welche entstehen , wenn die Versetzungen 
mit Wiederholungen zur Summe s aus den Elemeuten ik,, üzj a^^ .... a^ 
zur pten Classe gebildet werden. Diese Gruppen -Anzahl ist in der Com- 
binationslebre S. 20. Nr. 50. Seite 39 angegeben. Wir benutzen jedocb 
die dort gegebene Entwicklung^ weise nicht, sondern wählen zur Auffin- 
dung der dem Unternehmen günstigen Gruppen -Anzahl eine andere Me- 
thode* die wir in der Schrift „Die Yersetzangen mit Wiederhoinngen zu 
bestimmten Summen aus einer oder mehreren Elementarreihen. Freiburg, 
1840.'' angegeben haben. Sie beruht auf der Bemerkung, dafs die Ent- 
wicklung der Polynomien, die nach den steigenden Potenzen einer Grund- 
gröfse geordnet sind, auf Ausdrücke führen, in welchen dieYorzahlen der 
erhaltenen Glieder die Gruppen oder die Gruppen -Anzahl der Versetzungen 
mit Wiederholungen zu der Summe, welche der Exponent des zugehörigen 
Gliedes angiebt und zu der Classe bilden, welche die Potenz ausweiset, 
zu welcher das gegebene Polynomium erhoben werden soll. Bei dieser 
Entwicklung entstehen die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungeni 
wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums mit den Elementen 
einer oder mehrerer Beihen verbunden sind^ nach der Formel 

41« 
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oder es entsteheu die Gruppeo^ADzableo der VerseUuugeo mit Wieder^ 
holuDgen, wenn die Glieder des zu entwickelndeo Polynomiums nicht mit 
deu Elemeoteu eiuer Reibe verbauden siud, folgendem Ausdrucke gemäCs: 

• • • Mr^ \S Sljf Ou -4- • • • • 

(«1? «2» «3» A4, .... a^), 
wobei mau Elemente der uutergeschriebeueu Reibe zu suppliren oder die 
Expouenteii der ordnenden Grofse x als Stellenzablen der Elemente einer 
Reibe sich vorzustellen hat. 

Kommen mehrere Elemeutenreiben in Betracht, so ändert dies die 
EnfwicklaDgsweise nicht, and die Formel 

giebt Glieder, deren Vorzählen die Gruppen der Yersetzougen mit Wieder- 
holungen in der /iteii Classe zu den verschiedenen Summen aus den unter- 
geschriebeuen Elementenreihen geben. Der Ausdruck 
(3a?+4a?^+5a?^+....*a?-y = P'\8pJjti^\P'\9{p\\)Yit^^ 

giebt Glieder, deren Vorzählen die Ausdrucke för die Gruppen «-Anzahleo 
der Versetzungen mit Wiederholungen in der /^ten Classe zu deu yer^- 
schiede neu Summen aus den oben untergescbriebenen Blementeureiben bU* 
deu. Sollten im letztern Falle die Elemente nicht angegeben sein, so slod 
sie aus den Vorzählen der nicht entwickelten Darstellung nach deu vor- 
liegenden Beziebungeu leicht abzuleiten: denn es sind so viele Einheilen 
irgend einer Potenz der ordnenden Gröfse vorzuschreiben, als Elemente 
mit ihr verbuuden werden würden, wenn die nrsprängliche Darstellung ge» 
geben wäre. 

Um nun die Zahl der günstigen Kugelgruppen nach diesen Bemer- 
kungen zu besiimmen, ist das Polynomium 

zu entwickeln und die Vorzahl zu bestimmen, welche dem Gliede tt^ mi» 
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gehört. Ei8 ist bekaontlich 

— — 7^^=rn ^T |p-iii ^"^^ 1 TF^rn ^"^ 



(l-jr)P 



und 



also 



+ 5^«^ -'"+ •••• 



/| _ «^v 1 _ ^ ir"« 4- ^^'''' :»»"•_ ^''"' j^m r^' ^ :p*«_ . .. . 



P=(1_X«)P 






Cl-a:)P 



-f(2iii+/>-l)»^»'-* 



T ii\t r 






a;-*+'*'+.... 



• ••• 



^twipn^^ 



1 



Aus dieser Formel läfst sich unn leicht die Form der Verzähl voo x* und 
damit die gesuchte Gruppeu- Anzahl abnehmen. Sie ist 
1. A = P'isis); ai, o,, ay, .... a^J" 

Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ wird, oder in aber- 
geht Wird die Gleichung 1. durch die Zahl aller möglichen Gruppen fnf 
gemessen, so ergiebt sich för die gesuchte Wachrscheiulichkeit 



w 



Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit , dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln sich zeigenden 
Zahlen entweder s odec eine der niedrigeren sind? 

Die Zahl der gunstigen Falle wird sich ergeben, wenn wir in 
die Gleichung 1. allmaUg die Werthe p, /»-f» P-^^^y «••• ^ ^^ ^ setzen, 



3. 
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die hiedorch entstandenen Ausdräcke zusammenzählen und dann durch die 
Zahl mP aller möglichen Fälle theilen. Dies giebt folgende Zusammen- 
stellung: 

J_ pp-l I -1 



+(2«i-|-;r-tr»«-'~p(«+;H-ir««-.4.^(^t)P-.i-. 
-f(2oi+,»r»'^ -^(m+py-M-» 4-.^p^ii-« 

-|-(,_I)p-i|-i _|,(,_m-ir*'-*+ ^(»-2w-l)^*i-»— ....]. 

Werden die Verticalreiheo dieser Formel summirt, so ergiebt sieb folgen- 
der Aasdrock fär die gesuchte Grappeit - Anzahl : 

Die Wahrscheinlichkeit wird 

*• "'^ V^ [s''>-^_;,(,-«,)Pl-»+^(,-2m/»-»-„,.] 
sein; « kann sich hierin von p bis zu pm erheben. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscbein«- 
lichkeit, dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln erscheioeodeo 
Zahlen zwischen q und ^ liegen, also eine der Summen 9-f ^^ 9^^$ 
^-f 3, .... ^ sind? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir diejenige, 
dafs Kugeln erscheinen, deren Zahlen die Summe- 9 oder eine geringere 
Summe bilden, vorerst angeben und sie dann Ton der in 5. ansgedrück- 
ten abziehen. Die erstere findet sich, wenn q statt s in 5. gesetzt Avird. 
Dies giebt für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
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Sind die Kugeln mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, ••.. m bezeichnet, so 
bleiben die Sehiflsse ungeändert Die Zahl der Kugeln erhöht sich um 
die Einheit und die Summe um die Classenzahl; nach 41. %. 18. d. Combi- 
nationslehre. Die Wahrscheinlichkeiten, Kugeln zu ziehen, deren Zahlen 
eine bestimmte Summe oder den Inbegriff mehrerer Summen geben, geliea 
nach den angegebenen Modificationen in andere nber. Aus 2. wird 

Aus 5. wird 
Aus 6« wird 

Diese Gleichungen lassen sich unter andern auf das Zahlensystem 
anwenden. Sind in einer Urne die Zahlen, welche aus p Ziffern und we- 
niger bestehen , enthalten , so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, eine ZaU 
zu ziehen, deren Ziffern die Summe s betragen, wenn m = 9 in 7. gesetzt 
and das Resultat durch die Anzahl ICV — 1 aller Zahlen, welche p oder 
weniger Ziffern, haben, gemessen wird. Demnach ist 

i'"'»^io''-i) i'^*'Viop-i) 'r i^^«\i(f_i) •••• 

n. 8. w. So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, welche alle sechs* 
stelligen und niedrigere Ziffern enthält, eine Zahl zu ziehen, deren Ziffern 
die Summe 25 betragen, -^^'^ ; die aber, eine Zahl zu ziehen, deren Zif- 
fern die genannte Summe oder eine niedrigere betragen, ist gyH| u. s. w« 
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In einer Urne sind r Arten von Kugeln enthalten , jede mit einer 
beliebig grofsen Anzahl von Kugeln. Den Kugeln erster Art sind die 
Zahlen A^i-f 1, Ar^-I-S, A:i-|-3, • . . . nii, denen zweiter Art die Zahlen 
k^-^-t^ ^2-f^' ^2 4"*^ 9 •••• t7i2 n. s. w«, denen Her Art die Zahlen 
kr-^-i^ ^r4~2, K'\'^^ •••• ^r aufgescfarieben. Man zieht p mal und nimmt 
jedesmal eine Kugel heraus, die nach der Ziehung in die Urne zurdek- 
ge werfen wird. Wie groCs ist die Wahrscheinlichkeit , dafs die auf den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s betragen werden? 

Die Zahl der gOnstigen Kugelgruppen kommt mit der Anzahl der 
Gruppen uberein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wiedec^ 
holuugeu aus r Elementenreiheu, welche auf die in der Frage angegebene 
Weise beschränkt sind, zur Summe s in der pten Classe gebildet werden. 
Benutzt man nun die im vorigen Paragraph angegebene Methode, so hat 
man die Vorzahl von x* in der entwickelten Darstellung des Polynomiums 

zu suchen. Die Glieder des vorstehenden Pol7nomium3 lassen sich auf eine 
einfachere Form bringen, und es ist 

^— l r:=:^i^ + T^^ + r=^ +- T=:i ^J 

Benutzen wir die im vorigen Paragraph angegebene Entwicklung von 
(l—x)^ ^ so ergiebt sich 

X [x^'P — ^x^^^^'{x'^^^x'^^'h....x'^r—x^* — x^'-'X^—....:i^'^) 

+^^^^^^^'(x^'i'X^^i'....x^-^x^* — x^^—x^ — ....x^y 

Werden die angezeigten Entwicklungen ausgeführt und wird die hieraus 
sich ergebende Vorzahl von x* abgeleitet, so erbalten wir folgenden 
Ausdruck : 
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2. A 



+ (*-(/»-l)Ä.-m,-l)'-»"-' 



-(*-v>-l)fc-*i-l)P-»i-> 
-(»-(;»-l)*,-*,-iy-i-. 



(«-(/»- 2)Ä;-»i,-iii,-l)p-» I -' 



+ ^ [(*-(i»-2)*»-2«»-l)P-» '-HS 



• • 



'1.2 



(«-(l»-2)*.-«,-im-iy»-» » -t 

-(«-(;»-2)Äi-m,-^-I)p-M-» 

(»-(|»-2)*i- 2m,-l)P-» « -» 
+2 (il-(/»-2)Ä,-«»i-«»,-l)^*'-* 

-.(n-(|»-2)*,-fiH-Ä,-l)^*»-* 

+ o(»-(;»-2)*.-2*;-ir»i-i] 



- ^ [(*-(/»-3)*.-3m.-ir"-»+3 



(#-(p-3)*j-2iii,-iii,-iy-» » -« 



-(*-(/»-3)*i-2»i-*,-iy-* '-» 



3.2 



+ r 



(»-(;»-3)Äi-iii»-2iii,-ir* ' *' 

+ 2 



— 1 v>-> I -' 



, 8.2.1 
+ 1.2.3 



(*-(j^-3)*i-iiii-iii2-«i,-i y^ 



(-l)'(»-(;»-3)*,-m»-2*,-ir*'-* 



(*-(;»-3)Äi-3w,-l)^»i-» 

(*-(;»-3)*»-2iii,-m,-l )»»"» 1 -» 
(«-(l»-3)*»-2iHj-m4-iy'-» »-* 

-(*-(;»-3)*i-2»h-*,-l)P-' I -» 
(-!)»(*-(;»- 3) Ax-3*,-l r* ' -' 



+ 



} 
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Diese Gleichung ist sehr allgemein, dena die Groben k^ k^^ k^y •••• kr, 
uti, »129 1113, ••.. m^ stehen unter einander in leinem. Zusammenhange and 
können beliebig angenommen werden. Das Bildongsgesetz, welches der 
Fofrmel 2. zum Grunde liegt, läfst siel leicht erlcenneo. Es hängt mit der 
Erhebung der unter 1. angegebenen Polynomien in die verschiedenea Po- 
tenzen zusammen. In dea Facultäten der Glieder, welche mit der Fa- 

cultÄt -^ ia 2. verbunden sind, kommen die Gröfsen f7i|, m,, m^, ... . m^, 

kt9 ksj •••• kr als Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen zur er- 
sten Classe neben der Gröfse (p — 1)Ar| vor. In den Facultäien derGlie- 

der, welche mit ^hjr verbunden sind, kommen der Reihe nach die Gnippea 

der Versetzungen mit Wiederholungea zur zweiten Classe aus den näm- 
lichen Elementea nehen der Gröfse {p — 2)i:i von In den Facultätea der 

Glieder, welche mit ^3^ verbunden sind, kommen der Reibe nach Gruppen 

der Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus dea angege- 
benen Elementen neben der Gröfse (p — 3) k^ vor u. s. w. Alle die so 
entstehenden Gruppen sind von s abzuziehen, und dann ist voa diesem nnt 
die Einheit verminderten Grundfactor die {p — l)te Facultät zu nehmen. • 
Jede 80 entstandene Facultät hat aufserdem eine Vorzahl. Dieselbe hängt 
von der Dimension der ia ihr vorkommenden Elemente ab und giebt die 
Zakl der Versetzungen an, welche diese Elemente unter sich hilden kön- 
nen. Das Zeichen, welches Jede Facultät insbesondere hat, hängt von der 

Zahl ah, in welcher die Elemente Ar,, k^^ k^ kr in dem Grundfactor 

einer Facultät vorkommen, da diese Elemente nach 1. negativ betrachteC 
werden. In Zeichen stellt sich 2. so dar: 

(«n I -1 

Hierin ist allmälig 0, 1, 2, •••• p statt x zu setzen. Für jeden einzelnen. 
Werth von x sind dann die durch das zweite S angezeigten Verbindungen 
zu macheu. Die Gröfsen nach dem zweiten 2 hängen so unter sich Zia- 
sammen : 

Für n sind alle möglichen Summen der Versetzungen mit Wiederholungen 
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aus deo Eletnenten 0, 1, 2, .... or zu derjenigen Cla^^e zu bilden, welche 
entsteht, wenn die Gröfsen 

3^2» yj» y%9 •••• Xr^ ^1^ ^21 ^J» •••• ^r 

als Einheiten betrachtet werden. Die Gröfsen y^^ y^y ..•• y^ beziehen sich 
auf Ar,, Atj^ü:«, ....kr ond die Gröfsen sti, Z2y z^^ .... z^ aof mi, m^^ m^,... 
••• m^« Nach diesen Bemerkaugen ist nun die gesuchte Wabrscheiulichkeit 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die den Kugeln aufgeschriebeneu Zahlen die Summe s oder 
eine niedrigere Summe betragen werdea? 

Wendet man das in 3« $.tt. befolgte Verfabrea an, so ergiehlt sich 
aus 2. nnd 3. dieses Paragraphen folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit : 

Ebea so leicht ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs unter dea ge* 
nannten Bedingungen Kugein erscheinen werden, deren aufgeschriebene 
Zahlen eine der Summen, welche zwischen q und s liegen, also eine der 
Summen 9-f 1f 94~^^ ***- ^ betragen, wenn wir das im vorigen Paragraph 
zu 6. angewendete Verfahren befolgen. Sie ist 



«• u^=-Tr?-ir2:S(-ir^ 



,x|-l 



JPI1^ 1'" 

(«1" I -i 
'^ ^ ^ l"|i.|«.|i....ivi»....iy.i».iy.i»....jyrM 

X(*-(p-n)Ar,-«j«H-«,«ia-....-«,oi,-y,Ä,-y,*,-....-y,Ä,V'"') 

x(<r-(;»-«)*i-«i»»»-«»«»""-«r*^-r»*»-yj*»-'— -yr*r)'''*). 

4«* 
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%. 13. 

In einer Urne sind mit den Zahlen 1, 3, 3« . ••• *2m — 1 bezeichnete 
Kngelu enthalten. Von denen, welche die Zahlen 1 und 2m — 1 haben, 
ist nur je eine vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 und Sin — 2 
haben, sind je zwei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 und 
'im — 3 haben, sind je drei vorhanden u. s. w«; von denen, welche die Zahl 
m haben , sind m vorhanden. Es wird p mal gezogen und bei jeder Ziehung 
eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung in die Urne zuröck- 
geworfeu wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe 
der den gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen a betragen wird? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen kommt mit der Zahl der Gruppen 
fiberein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen zur 
Summe s in der pieu Classe aus m Elementenreihen gebildet werden , worin 
die Stellenzahlen der einzelnen Elemente mit den Zahlen fibereinstinuneo, 
die den in der Urne enthaltenen Kugeln aufgeschrieben sind. Benutzen wir 
die in %. 11. angegebene Methode, so haben wir die Vorzahl von x* ia 
der entwickelten Darstellung des nachstehenden Polynoms zu bestimmen: 
1^= (x4-2a?'+3a!'4-....(m — l)a?'"-*-f«ta?'" + (m — 1)"^*+.... 

... 30?»"-*+ 2a?^' + :r^"^*/'. 
Dies Polynom läfst sich auf folgende Weise darstellen: 

pp = [a? + a?'+a?*-f a?*+....a?'"-'+a?»"-»4-a?*-»J^ 



l_x -t- i_a: r 1— X T* im; + \-x J 

~ (l-x)P L 1-x i—x J ~ U-*)*P^*"~'^* T* /» 

was ferner in folgenden Ausdrack äbergebt: 

Werden nun die nöthigen fint Wicklungen gemacht) so ergiebt sieb für die 
gesachte Vorzahl von x* folgender Ausdrack: 
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t. A = _^{(*+;,~l)'P-'«-'_pp(#H.p-«-.l)^"-' 

_ J^ [2»(#+;r— 3m— O'P-»«-'— 3.2*(«-f;»~4m— 1)"^"-» 

+ t4-2*(»+I»-5«»-1)'^"-'--j^(*+I'-6«-1)'^''-'1 

* .' )• 

Werdeu die Glieder dieser Formel nach den unter »ich gleichen Facalta- 

ten geordnet, 80 entsteht 

«• ^= ppiTT[(»+/'-l)""*'"'-2|»(»+/'-»-l)'^*'-' 

Werden die einer und derselben Facultat zagehörigen AasdrOcke zustanH 
mengezählt, so kommt man durch eine einfache Entwicklung zu folgender 
Darstellung (ur die gesuchte gunstige Gruppen -Anzahl: 

+^^(«+;'-2m-l)'P-"-»-^(,+,»-3m-l)»^»i- + ....]. 

Die Zahl aller in der Urne befindlicbeu Kugelo ist mK Demnach ist die 
Z«ahl aller möglicheu Kugelgruppeu m^'' uod die gesachte Wahrscbeiolicb- 
keit ist 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs Ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sich auf den in p Ziehungen erschienenen Kugeln die Summe s 
oder eine niedrigere zeigen wird? 

Wenden wir das in S 11. 3. gezeigte Verfahren an, so ist die ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit 
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Soll nun unter den nämlichen Bedingungen die WafarscheinUcbkeit beatiDmt 
werden, daCs die Summe, welche durch die Zahlen der gezogenea Kugeln 
gebildet wird, zwischen q und s liegen oder unter einer der Summen ^-f ^^ 
^*f-2, ••*. s begriffen sei, so ergiebt sich auf die nämliche Weise : 

oder, anders geordnet, 

-^[(»+p-»»)'""-(y+i»-«)'"-*] . 

I- 

S. 14. 

In einer Urne befinden sich mit den SSahlen 1, 2, 3, •••• 2m — 1 be- 
zeichnete Kugela. Yon denen, welche die Zahlen 1 und 2m — l baben, 
ist nur je eine. Kugel vorhanden; von denea, welclie die Zahlen 2 und 
2m — 2 haben, sind je drei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 
und 2m — 3 liaben, sind je 6 vorhanden u. s. w. ; von denen, welche die Zahl 

tn baben, sind ^ ?*^ - vorhanden. Es wird /i mal gezogen und bei jeder 

Ziehung eine Kugel aus der Urne genommen und nach der Ziehung in die 
Urne zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die dea 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s geben werden? 

Um die Zahl der günstigen Kngelgruppen zu finden, haben wir die 
Entwicklung des Polynoms 

weiches nach der oben angegebenen Me&ode in Frage kommt, zu madhea 
und die Yorzahl des Gliedes x* zu suchen« Wir zerlegen das Polynom 
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auf folgende 

[a? +2a?»-f 3af*-\- ^» (m-1 ) a?'"-'4- iiu?"-f (m -1 ) j?"+' -f ^. 3a?»"-'-f 2a?»"-»-|- x»""']' 
a?'-i- 2a:'-f ~~ (m-2>c»-*-f-(m-l)ar"-f (m-2)a?^»-{-....2a?'"-'-(-a?"^» 
-f ar* -i-^(oi-3)a?"-'-|-(»»-2)ar"-i-(m-3)a?^'-f.... ar»""» 



Wird jede Horisootalreihe io diesem Ausdruck oacb der zu Anfang des 
vorigen Paragraph» angefahrten Weise behandelt, so erhalten wir Folgendes: 

*^ — i (1 — X)» > (1-x)» ■• (1-x)» +•••• 

— + (1-x)» + (HTl?)^ J* 

Werden die Ausdrücke in dieser Formel gehörig geordnet, und wird der 
YenroHstAndigung wegen «"'*'' zugezählt und abgezogen, so ergiebt sich. 

Pf = ^-j:i^[x+xHx'+....x'-+»-(2m4-l)x-+»y 
und 



Benutzen wir diesen Ausdruck zur Entwicklung, so findet sich 



J» 



X fl— /»[x*"+»-f (2m+l)(x"— x-'+O] 



;»«!-• 



+ ITTT [^'"+' + (2«» + t) (^" - ^'"+'>]' 



,»I-I 



]• 

Werden die ange/^eig(en Verblödungen gemacht, so erhalt man für die Zahl 
der günstigen Falle folgenden Ausdrack der Yorzahl von a^: 
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+(2m+t) 



p«i-» 



+ W[»+2jt'-4«»-3)*-"-' + 2(2«i+l) 



--(*-f- 2;» — m —2)^» ' -»] 

-I- (* + 2i» — 3 m — 2)»-» • -» 
— (« -j- 2;» — 3 « — 3)»^-* • -» 



+(2m+l)» 



|3|-» 



+ («+2p— 2«— 1)^»«-» 
--^ («-f 2;» — 2« — 2)»-» ' -• 
4- (« -f 2|» — 2 « — 3)^» • -*] 



- ^ [(,+ 2;»-6m-4)^'»-.4.3(2m+l) 



3.2 



+n 



+(*+2p — 5«— 3)*-»«-* 
— (»+ 2p — 5« — 4)*-» •-• 
+ (*-f2|» — 4«— 2)^*»-»+..,. 
— 2(*-f2;»— 4m— 3)^'-» 
+ (» -f 2;» — 4» — 4)*-* I -»] 



1 



Die zweiten, dritteo Glieder a.s.w. dieser Horizootalreihen bilden, wie 
leicht zu sehen , die ersten , zweiten , dritten Unterschiede n. s. w. der Fa* 
cultäten. Sie lassen sich nach der Gleichung 

x9l-*_(x+rA)9r-* r (jr+(jr— l)*)y ' -^ , r^>-^ (x+(r--2)*)^ i ■* 









umforuien. Durch Benolzuiig dieser Gleicbang gebt die Formel 9. io fol- 
geode über: 



4. A 



= ' t»p-i|i P l— ^läFTH hC-««»-!-»)— ' i3p3Tl ^J 

+^[ ^*+^^p1s;?^"^ +2(2mii) (-t^^-,3t%^>^''-^ 

~""|Trr^ TRTi r^V-*"»-!"*^ — llFäTi 



oder in Zeichen: 
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5. A = 

lo diesem Ausdruck ist statt ^ allmalig 0, 1, 2, 3, ..«• ;i zu setzen, dann 
für jedeu eiuzjeloeu Wertb von x der Wertb y-^-z iiacb dem zweifen 2 
beizttbehalteu ; fflr y-j-z sind die verscbiedenen Summen zur zweiten Classe 
zu bilden und ibre Wertbe naeb Angabe der Gleicbuug einzufubren. 

Dm nun die fragliche Wabrscheinlicbkeit zu erbalteiii ist 4. oder 5. 
durcb die Zabl aller möglicben Kngelgruppen zu messen. Die Zabl aller 
in der Urne eutbaltenen Kugeln ist 

j m^t' j im—iy^' m(m—i)V2m+i) 

^1— 1311 T i3»l — 1^2:3 • 

Diese Zabl ist in die pte Polenz zu erheben und dann ist 4. oder 5. danut 
zu messen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die Bedingungen sind wie oben. Man soll die Wahrscheinlichkeit 
bestimmen 9 dafs in p Ziehungen Kugeln erscheinen werden ^ welche die 
Summe s oder eine niedrigere Summe bilden. 

Wenden wir hier das in 3. S« 14. gebrauchte Verfahren an, so er- 
halten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Soll nun die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dafs Kugeln erscheinen 
werden, deren Zahlen eine der Summen 9-f 1« g-^-^j 9-^3, •••• t bilden, 
80 findet sich auf die nämliche Weise folgende Formel: 

o t» = ^ 

"^ mP(m+ i)(2m+l>P 

Crdle*s ioiintl Ld. M. Bd.XXyi. H*ft4. 43 
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In 7. und 8. gellen die nämlichen Bedingungea, welche zu 5. angegeben 
wurden. 

«. 18. 

Wird die Zahl der Elemente unendlich grofs, so >¥erden auch der 
Summen, welche durch sie erzeugt werden können, unendlich viele. Die 
einzelnen Elemente und Summen liegen dann einander unendlich nahe und 
werden, dem Ganzen gegenüber, unendlich klein. Es versehwindea also dann 
die endlichen Gröfsen in den Gleichungen 2. $.14., 6. %. 16. und 6. %^n. 
und die Facuhäten gehen in Potenzen über. Dabei werden auch die Wahr- 
scheinlichkeiten, eine bestimmte Summe unter unendlich vielen zu erhalten, 
unendlich klein und gehen in Differenziale über, die sich, auf das Verhält* 
nifs zwischen der fraglichen Summe und der Elementengrenze bezieben. 

Hiernach wird aus 2. %. 14., wenn — = n ist, 

Aos 6. S* 16* wird 

Ans 6. 8. 17. wird, da ?il(?!L+i£(?J?i+l>!: {„ ^ abergeht, 

6*^ 3 

Schliefst man nun die unendliche Anzahl der erzeugenden Elemente in 
bestimmte Grenzen ein, so werden auch die durch sie erzeugten Summen 
in bestimmte Grenzen eingeschlossen werden, und dann kann man durch 
die Gleichungen 1. 2. 3. die Wahrscheinlichkeiten finden, dafs unter den 
beliebig vielen Summen nur solche in Frage kommen, die selbst wieder 
innerhalb willkürlich, gewählter Grenzen liegen. Zu dem Ende ist es nur 
nöthig, die vorstehenden Gleichungen innerhalb bestimmter Grenzen zu in- 
tegrh-en. Werden nun die Integrale zwischen r und n genommen, und 

wird nach geschehener Integration n = — und r =: ^ gesetzt, so entsteht 

aus den Gleichungen 1. 2. 3«: 



f 
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4. w=y'"jjin[i.i-'-i(i.-l)/-'+ t^ (n-2r' - ....] dn 

'^[(ir-a)'-wa-o'-(i-oi 

-^te-3)'-a-3)'] 






9 



• I 

• • ! 

Diese Gleichoogen lassen sieb benutzen, noi die Sicherheit angestellter 
Beobachtungen und die Gröfse nnd Bedeutung der dabei vorgekommenen Feh- 
ler zu untersuchen. Die Aufgabe jeder Beobachtung, bei welcher verschiedene 
Resultate gewonnen werden können, ist, ein möglichst fehlerfreies Resultat 
zu erlangen. Nur ein Resultat kana das richtige, jedes andere wird mehr 
oder weniger fehlerhaft sein. Könnte man sagen, welches Resultat unter 
mebreren das ricbüge sei, oder könnte man. die Gröfse des mit einem be- 
stimmten Resultate verbnndenen Fehlers genau angeben, so wäre aus jeder 
Beobachtung das richtige Resultat leicht abzuleiten^ und es wäre überflüssig, 
Beobachtungen zu wiederbolen, um die dabei vorkommenden Febler so gat 
als möglich zu entfernen. 

48* 
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KooiiMo bei Beobachtangen po9ittTe und negative Fehler vor, so 
werden die einen auf der einen , die andern auf der andern Seite des 
richtigen Beraltates liegen und sich bis zn einer bestimmten Grenze er* 
strecken. Nennt man diese Grenzen -(-m nnd — m, so lafst sieb fragen: 
Wie grofs ist die WahracbeiulicblKeit, dafs die bei den Beobachtungen vor^ 
gekommenen Fehler sich nicht Ober die Grenzen -f n und — n entfer- 
nen Mrerden* 

Die Gleichungen 4. 5. und 6. gehen von verschiedenen Voraus- 
setzungen aus. Die Gleichung 4. geht von der Voraussetzung aus, dafs 
alle Fehler, welche zwischen den äufüersten Fehlergrenzen -f ^ ^'^^ — ^ 
liegen, gleich möglich sind, oder dafs jede Beobachtung gleich leicht jed^ 
beliebige Resultat treffen werde. 

Die Gleichung 6. geht von der Ansicht aus, dafs das richtige Resultat 
öfter gewonnen werde, als ein fehlerhaftes ; aberhaupt am öftesten unter allen 
Resultaten ; dafs sich die Möglichkeit, ein fehlerhaftes Resultat zu erhalten, 
in dem Maatse verringere, wie der Fehler zunimmt i und dals die Möglich- 
keit, bis zu einer der aufsersten Fehlergrenzen zu irren, am kleinsten sei. 

Die Gleichung 6. geht von der nämlichen Voraussetzung wie & 
ans, unterscheidet sich jedoch von dieser durch diejenige, dafs die Geschick- 
lichkeit des Beobachters, die Fehler zu vermeiden, oder die richtigeren 
Resultate vor den unrichtigen zu gewinnen, im quadratischen VerhäU* 
nisse stehe. 

Fär die Gleichung 4. liegen die erzeugenden Elemente zwischen 
und m. Um nun diese Gleichung fflr den Fall, wenn die äufsersten 
Fehlergrenzen 4*^ und — tu sind, brauchbar zu machen, bat man zu be- 
merken, dafs dies so viel ist, als wenn die erzeugenden Blemente zwischen 
O und '2 m lägen. Die Summen liegen dann zwischen und '2pm, und der 
Werth des Mittelgliedes ist pm. Nennt man nun die Fehlergrenze, inner- 
halb welcher sich die Beobachtungen bewegen sollen, -f n und — n, so 
ist aus 4. die hiezu gehörige Wahrscheinlichkeit: 

»• " = 5^ {(^")'- C-f^-)'-»- [fö- - 0'- C^"-')! 

"T 1"» Iv 2m "/ V 2m V J 



\- 



Wenden wir die nämlichen Bemerkungen auf die Gleichungen 5. und €• 
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AOy M gehen sie in folgende Aber: 



^ 



* -=wrTi('-^-T-('=^r-¥[(^-«r-(===^"-'n 

• • • i. 

• • • } 

• • 1 

Der Werlb von pm-f m und pm^-^n mofs nach den beranderii Bedingun- 
gen der Aufgabe für die vorstehenden Gleichungen vorerst ermittelt werden. 
Hiebei giebt p die Zahl der Beobachtungen an. Wir wenden nun die vor- 
stehenden Gleichungen auf folgende Fälle au. 

Drei Personen beobachten* Die aufserste FeUergrenze liegt 4 Stufen 
rechts und links vom richtigen Resultat. Bei der ersten Person sind alle 
Fehler gleich möglich. Die Geschicklichkeit der a weiten Person, das 
richtige Resultat zu trollen, steht im arithmetischen Yerhiltnisse ; die der 
dritten im quadratischen. Vier Beobachtungen werden von jeder gemacht 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs der hiebei mögliche Fehler die 
erste Stufe nicht überschreiten werde? 

Die Wahrscheinlichkeit filr den ersten Fall ergiebt sich, wenn in 7. 
|i=4, »1 = 4, /im -fit = 20, pm — ii = l2 gesetzt wird. Sie ist 

10. 10= jii'rgi- [20*— 12*— 4(12*— y)-f 6.2*] = 0,598958.... 

FAr die im zweiten und dritten Fall ergiebt sich, bei den gleichen Wertheo, 

!•• f'« I$tC5"-4(3"+2.12.4") +...] - ^[3*^-^(1+2.12.2")+...] 
= 0,885688.... 
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Die Betrachtung der hierher geliörigen speGiellen Fälle lafst sich 
weiter verfolgen. Sie zeigt, welchen Werth. die gröfsere Geschicklichkeit 
und Gewandtheit eines Beobacliters vor der geringeren voraus hat, wenn 
beide die gleiche Anzahl von Beobachtungen machen. 

Die Vergleichung der Gleichungen 7. und 8. fuhrt auf eine inleres* 
sante Folgerung. Wh-d näinlich ^p $tatt p in 7. gesetzt, wobei n in 2n 
ilbergeht, so ergiebt sich leicht, dafs biedurch die Gleichung 7. mit 8. zu- 
sammenfällt. Demnach fährt der Calcul auf folgende Bemerkung. 

10. Die doppelte Zahl der Beobachtungen fiihii bei einem unge- 
iSbten Beobachter algebraisch zu dem gleich fehlerfreien Resultate, wie die 
einfache Zahl bei einem Beobachter, dessen Geschicklichkeit und Uebong, 
das richtige Resultat bei gleicher Fehlergrenze zu treffen, in einfachem 
arithmetischem Verhältnisse wächst. Der Calcul behauptet hiernach, da£s 
Fleifs und Ausdauer den Leistungen, der Geschicklichkeit und Gewandt- 
heit gleichkommen können. 

Untersucht man die Gleichungen 8. und 9. weiter, so lassen sich 
aus ihnen noch andere nicht uninteressante Sätze ableiten. Dahin gehört: 

11. Wird die Zahl der Beobachtungen gesteigert, so wird nicht 
nur die Wahrscheinlichkeit, ein richtiges Resultat zu erlangen, grö/ser, son- 
dern auch diejenige, dafs sich die Fehlergrenze in engere Schranken zie- 
hen werde. 

18. Je näher ein Felder dem richtigen Resultate Kegt, desto grdfser 
wird die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen; je entfernter er vom xichti- 
gen Resultate liegt, oder je bedeutender und gröfserer ist, desto kleiner wird 
die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen. Dies Wachsen und Abnehmen 
steht aber nicht im einfachen arithmetischen Verhältnisse bei 8., und nichc 
im quadratischen bei 9. 

13. Bei einer und derselben Anzahl von Beobachtungen ist die 
Gate der Resultate um so gröfser, je enger die Fehlergrenze gezogen 
wird; die Wahrscheinlichkeit jedoch, eine engere Fehlergrenze unter dieser 
Bedingung zu erhalteui verkleinert sich. Ü. s. w. 

Wir verweisen jedoch, um nicht Gesagtes zu wiederholen, auf die oben 
angeführte Schrift „Die Versetzungen, zu bestimmten Summen, $. 15. u. ff«*, 
worin hier einschlagende Untersuchungen aufgenommen sind. 

Die Neigungen der Ebenen der Planetenbahnen haben belcanntlieh 
zusammen am Anlange des Jahrs 1801 81^93 secbszigtheiliger Eintheilung 
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(== 91,03® bonderttheiliger) 1)etragen, wenn man von der Ebene der Erd- 
bahn als Basis ansieht. Dabei entfernen sich die Bahnen der Ceres, Juno 
nnd Pallas um 10^, 13^, 34^. Zwei Bahnen, die des Merkurs und der 
Vesta, entfernen sich um etwa 7^, die dßv öbrigen böchstens um. 3^ Nimmt 
man nun an, dafs bei Einföhrnng der Planeten in ihre Bahnen eine Ur- 
sache in bestimmter Richtung am stärksten, und auf beiden Seilen in qua- 
dratischem Verhältnisse abnehmend, etwa wie die Schwungkraft, so ge- 
wirkt habe, dafs in einer Entfernung von i(f ihre Grenze zu setzen sei, 
und fragt: 'wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung die Neigungen von 10 Plauetenbahnea ia die (rrenzen von 6^ 
auf beideiL Seiten von. der bezeichneten Richtung eingeengt geblieben wä- 
ren, oder dafs die Breite des Thierkreises nicht 10^ überschritten hatte, so 
erhalten wir aus 9., wenn /? = 10, ;tii»-j-n = 150, pm — it = 50, « = 10 
gesetzt wird, 

-1^(5^-10 [3' -60. 4^°] 

-I- 1^[1^4.4. 30.2^+4. 30.29. 3^T — ....} 
= 0,999 999 992 300 1 ...... 

Der Werth dieser Wahrscheinlichkeit ist sehr grofs und liegt der Ge- 
wifsheit sehr nahe, und man kann daher mit ziemlicher Sicherheit annehmen, 
dafs die Breite des Thierkreises 10^ unter der obigen Voraussetzung uicbt 
uberschrittea hätte. Stellen wir aber dieser Voraussetzung die Neigungen 
der Bahnen des Merlcurs, der Vesta, Juno, Ceres und Pallas gegenüber, 
so übersteigen sie diese Grenze 'bedeutend und streiten gegen diese An- 
nahme. Da sich aber mit ziemlicher SicberTieit nachweisen läfst (s. m. 
angef. Schrift §. 13. p. 69 u. ff. und Laplace Theor. anal. d.prab. p.2o7)^ 
dafs bei Einfuhrung der Planeten in ihre Bahnen der Zufall nicht vorge- 
herrscht habe, da sich die Einwirkung des Zufalls mit der Stetigkeit der 
Naturgesetze nicht gut vereinigt, und die Annahme einer wirkenden Ur- 
sache am angemessensten scheint, so lafst sich mit ziemlicher Sicher- 
heit folgern, dafs liei Einfuhrung der Planetea in ihre Bahnen nur eine 
Ursache gewirkt habe, dafs diese aber durclL.Zufälliglceitea, etwa durch die 
excentrische Lage des Schwerpunctes, durch Zerspringen der Massen u. s. w. 
gestört und so die Divergenz der Planelenbahnen hervorgebracht worden sei. 
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in dem voriiegeuden speciellen Falle wurde der körzero Berech* 
uQDg wegeo die Zahl der Planeten zu 10 statt zu 11 angenomuien. Es 
ist einleuchtend, daC» der Werth der Wahrscheinlichkeit noch gröfser sein 
wurde y wenn 11 Planeten in den Calcul aufgenommen worden wären. 

Man erkennt leicht den Zusammenhang, in welchem die Probleme in 
S. 14 bis 18. stehen. Sie gehören einer gröfsern Reibe von Problemen an, 
die in meiner oben angeführten Schrift zusammengestellt und auf combi* 
uatorischem, so wie auf analytischem Wege behandelt wurden , and die 
wir deswegen hier nicht aufnehmen, sondern uns ihretwegen auf diese 
Schrift beziehen. 

Die Gleichung 8. S« 14« ist schon von Moivre (in Misceltan. ohalyL 
nach Lacroix Wahrscheifll. Rechnung $. 53.) und von Laplace ( ThSor. 
anal. d. prob. No. 4S. p.26 u. f.) mitgetheilt worden. Unter specieller 
Form findet sich in dem angefahrten Werke p. S57 die Gleichung 7. die- 
ses Paragraphs. 

(Die FortMtsons ibift.) 



Druokfehler. 

S.ai9 Z. 19 T. o., S. 320 Z. 16 ?. o. and 8. 321 Z. 2 ? . u. ttall f. 11. lies f. li. 
S. 920 Z. 1 T. o. itatl f 13. Ues §. 16. 
S. 322 Z. 14 T. o. lUtt §. 14. lies $. 17. 
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22. 

lieber die Deduetion der Methode der kleinsten Qua- 
drate aus Be^iflTen der Wahrscheiniichkeitsrechnun^« 

(Von Hrn. Dr. Rcuschle, Prof, am Gymnanum zu Stuttgalt.) 



Jüan unterscheidet mit Recht in den böbern Zweigen der Analysis und 
ihrer Anwendungen zwischen der Metaphysik, d. h. der Festsetzung und 
analytischen Darstellung der Grundbegriffe, und zwischen dem AtfforiiAmtis, 
d. h. der Entwicklung der Formelnsysteme und Rechnungskuustgriffe, um 
in jedem Falle der Anwendung auf die kOrzeste und netteste Art zum 
Ziel zu gelangen. Das letztere kann einen hoben Grad der Vollkommenheit 
erreicht haben und es können damit die schönsten Resultate ermittelt sein, 
während der erste Punct noch Manches zu wflnseheu übrig läfst; sei es, 
dafs noch eine wirkliche Unklarheit daselbst zurdckblieb, oder dafs es we- 
nigstens noch an der Vermittlung mit den unmittelbarsten, elementaren Begrif* 
fen auf demselben Gebiete fehlt. Hieber scheint noch immer die Methode der 
kleinsten Quadrate zu gehören ; vor allem, erstlich, der analytische Ausdruck 
für die Wahrscheinlichkeit , dafs dem beobachteten Werth einer Gröfse ein 
zwischen gewissen Gränzen enthaltener Fehler anhafte. Alsdann gehören aber 
auch noch folgende Puncto zur Metaphysik dieses Gegenstandes, nemlich 
sgweitens, die allgemeinen Eigenschaften der eingeführten Function der Fehler- 
gröfse $ drittens, das Princip fOr die Auflösung der flberbestimmteu Aufgabe, 
eine gewisse Anzahl von Elementen ans einer gröfsem Anzahl beobachteter 
VTerthe von Gröfsen herzuleiten, welche bekannte Functionen jener Elemente 
sind; viertens, die plausibelste Bestimmung der vor der Hand unbestimmt 
gebliebeneu Function der Fehlergröfse, zum Behuf wirklicher Berechnun- 
gen; und endlich fünftens^ die Bestimmung der in dieser Function enthaltenen 
Constante zum Behuf der Schätzung der Pracision , welche den nach No. 8. 
und 4. ermittelten Werthen wirklich zukommt; wus auf die Theorie des 
mittleren Fehlers hinausläuft. Der erste von den genannten Puncten ist es 
hauptsächlich, worin die meisten Darstellungen an einer Unklarheit leiden, 
welche 9 beziehungsweise, bis zur Aufstellung von geradezu sich wider- 

CreU<)*s Joomal f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 44 
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sprecKendea Beliaupluugen gehet oiid ihren Grund in der Yerweebslang 
zweier Begriife hat, der Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers, als 
eines einzelnen Ereignisses, mit dem Verhaltnifs, welches zwischen diesen 
Wahrscheinliclikeiten verschiedener Fehler statt findet, oder der VervTech- 
seiung der relativen Walirscheinlichkeit (Häufigkeit, Alöglichkeif, Leichtig- 
keit), die eignem Fehler, verglichen mit andern, zukommt, mit der absoluten 
WaJirscheinlichkeit desselbea an sich, d.h., dafs er einem vorliegenden Be- 
obachtungsresultat wirklich anhafte. Diese zweierlei Wahrscheinlichkeiten 
sind denn auch heterogene Gröfsen.; die letztere ist, als die eines einzelnen 
Ereignisses unter unendlich vielen möglichen, schlechthin Null für jede Gröfse 
des Fehlers, und wird erst zu einer endlichea Gröfse, wenn anstatt des 
bestimmten Fehlers eia unbestimmter, zwischen gewissen Grunzen enthal- 
tener Fehler betrachtet wird; die erstere dagegen ist, wofern der Fehler 
gewisse Grauzen nicht überschreitet, eine endliche Gröfse ; wie denn -über- 
haupt das Yerhältnifs zweier verschwindenden Gröfsen keineswegs Null sein 
mtifs; sie ist eine Gröfse, deren Werlh der Erfahrung gemäfs um so gröfser 
ist, je kleiner der Fehler u.8. w. und die überhaupt auf eine gesetzmäfsige 
Weise (wie angenommen werden darf, wenn sie auch direct sich nimmermehr 
ermitteln lafst) mit dem Werthe des Fehlers sich ändert und daher analytisch 
als eine Function des Fehlers zu betrachten und geometrisch durch Linien* 
Ordinatea einer Curve für die Fehlerwerthe als Abscissen, darzustellen ist^ 
während alsdann, wie sich zeigen läfst, die erstere Wahrscheinlichkeit bei der 
ehen eingeführten Elr Weiterung durch eia integral zwischen den hetreffea- 
den Gränzen ausgedrückt wird; was bei der geometrischen Darstellung 
Flächenraume giebt, und eben daher auf Null sich reducirt, wenn die Grän- 
zen Goincidiren oder aus dem unbestimmten Fehler ein bestimmter wird« 

Unter den mir bekannten Darstellungen ist allein die des hernbm- 
ten Urhebers dieser Theorie frei von dem Vorwurf der gedachten Be- 
griffsverwirrung ^). Wenn nämlich allerdings in seiner ersten Darsleliung 
(Theoria motus etc. pag. 109) jene wesentliche Unterscheidung noch niciit 
deutlich hervortritt, sondern in einen Doppelsinn des Wortes probahiRtas 
sich versteckt, so ist sie völlig enthalten in der zweiten, in folgender Stelle 
der Theoria combinationis etc. pag. 4 ; „ Designando facililatem relatwam 
„erroris totalis x^ in de(erminato observationum genere, per characteristicam 



^) VeigL die Note zu diesor Abhandlang am Schlufik 
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^q>x, boc, propter erronim continaitatenii ita inlelligenduin erit, probabtlitü' 
^tem erroris inter limiies iufinite proximos x et ar-j-isfx esse =-(px.dx^* 
Freilich hat hier Gaufs nicht our dem Leser es fiberlassen, die gehörigen 
Zwischenbegrifle zwischen €px und tpx.Ax einzuschalten, sondern demsel- 
ben gewissermafsen den Standpunct dazu verschoben, indem er, dem Wort- 
Ausdruck gemäfs, in eine Art Doppel -Erklärung eine Definition und ein 
Theorem verschmilzt. Elbendeshalb aber konnte, trotz jeuer Stelle, selbst in 
Schriften, welche von derselben ausgehen, wie z* B. die Darstellung in dem. 
1831 erschienenen Supplemeuthand zu Baumgärtner's Naturlebre, die Ver- 
wirrung sich wieder einstellen. Hier soll nämlich die von Gaufe gelassene 
Lücke dadurch ausgefüllt werden, dafs die Leichtigkeit, einen Fehler von 
der Gröfse x zu begehen, schlechtweg wieder beseitigt und die Wahr- 
scheinlichkeit, ihn begangen zu haben, dafür substituirt wird. Weil näm- 
lich jene eine Function von der Gröfse des Fehlers und diese um so gröfser 
sei, je leichter er zu begehen war, so sei auch diese Wahrscheinlichkeit 
eine Function tpx des Fehlers x, mithin die eines zwischeu x und X'\'dx 
liegenden Fehlers (px.dx. Andere Darstellungen ignoriren die von Gaufs 
angegebene Bedeutung der Function ipx^ wie es scheint, ganz, und ge- 
ratben, indem sie darunter mehr oder weniger directdie Wahrscheinlichkeit 
des Fehlers in einem bestimmten Beobacbtungsresultat verstehen, in den 
Widerspruch, dafs ipx sowohl euie endliche Gröfse, als auch immer Null 
oder unendlich klein sein soll. Sei es, dafs dieser Widerspruch wirklich der 
Darstellung fühlbar werde, oder niclit: immer wird der Cebergang von Kpx 
zu q^x.dx, oder zum Integral, der unter jener Voraussetzung gar nicht 
möglich ist, entweder auf eine unklare Weise so gut als geradezu po- 
tftulirt, oder durch entschieden irrige Begriffe nur scheinbar bewiesen. So 
dürfte es etwas unpassend sein , wenn Grunert (Im mathematischen Wörter^ 
buch.} die Wahrscheinlichkeit , dafs der Fehler einer Beobachtung zwischen 
S und 9'\'i falle (wo i ein kleines Intervall sein soll, dessen Puucten, indem 
man sich den Gegenstaud geometrisch vorstellt, gleiche Wahrscheinlichkeit 
zukomme, dafs der Fehler in einen von ihnen falle), aus den beidea Wahr- 
scheinlichkeiten zusammensetzt: einmal der, dafs der Fehler S sei, d« h. tpd^ 
dann der, dafs er in das Intervall i falle, welches i Puncte enthalte, und 
dann nach dem Princ*p der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit daraus 
schliefst, sie sei t(pd. Was endlich die sonst so schätzbare Abhandlung 

vonEncke m astronomischen Jahrbuch betrifft, so scheint auch hier 
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jeue Verwechslung Statt zu fiudeii, und ich erlaube mir darüber, bei aller 
Wertbschätzung der Arbeit und bei alier Hochachtung vor ihrem Yerfasser, 
folgende Bemerkungen ; eben wegen des grofsen Werthes , der ihr zukommt 
und wegen dessen »\e^ so wie man über die »ofort zu bezeichnenden Un* 
geuauigkeiten in der Metaphysik im Reinen ist, zum Studium der Methode 
der kleinsten Quadrate nicht genug empfohlen werden kann. 

Nachdem Gaufs in seinen theoretischen Untersuchungen hanpt* 
sächlich den Zweck verfolgt hatte, die Methode, auf den Grund weni- 
ger, kurz und einfach hingestellter Begriffe, als die plausibelste a priori 
nachzuweisen, ohne sich dabei auf die Yermittelung mit elementaren Be- 
griffen einzulassen: nachdem er selbst, so wie Encke und Andere, beson- 
ders aber Besset, sie practisch mit so vielem Erfolg angewandt und hiermit 
ihre Plausibilität a posteriori erhärtet hatte, wollte Encke in der genannten 
Abhandlung einen vollständigen Lehrbegriff des Gegenstandes geben ond 
dabei die zuvor bezeichnete LOcke, die Gaufs gelassen, ausfüllen ; wie es die 
Natur der Aufgabe mit sich brachte. Letzteres durfte nun in soweit nicht ge- 
lungen sein, als die mehrfach erwähnte Verwechslung hier einen Einflufs bat, 
und es zeigt sich leicht, dafs auf dieser Alles beruht, was auszusetzen sein 
durfte. Zwar braucht Encke manche Ausdrucke, namentlich „ gesetzmäfsiges 
Verhältnifs der Häufigkeit eines Fehlers," welche an die rechte Auffassung der 
Function (px erinnern: allein wenn dieselbe als die Wahrscheinlichkeit des 
Fehlers x hingestellt und dahin erklärt wird, „ dafs unter n beobachteten Feh- 
lern n(px von der Gröfse x sein werden, und zwar um so näher, je gröfser 
n^ sei," so liegt darin die nicht passende Auffassung, mit allen ihren Folgen. . 
Denn, erstens, dafs diese Anzahl vielmehr nitpa^ wo i ein Unendlichkleines, 
wäre, was sich freilich, wenn man der Strenge gemäfs n = oc und 1 = 
setzt, auf den unbestimmten Ausdruck % reducirt (vergl. $.3.), geht schon 
aus der Analogie mit dem später aufgestellten und durch ein Beispiel aas 
den Fundamentis Astronomine etc. empirisch erläuterten Satze hervor, dafs 
die Anzahl der in n Beobachtungen vorkommenden Fehler zwischen x 

und x\ für ein grofses n sehr nahe durch nj dx.ipx ausgedröckt werde, 

indem dem Integral nicht ipx, sondern (px.dx oder itpx entspricht. Zweiten» 
fuhrt jene Erklärung sofort zu der unhaltbaren Gleichung :Erpar=], aus 

welcher dann die der vorhergehenden Discussion der Function 9 ar geradesa 
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widersprechende Folgerong gezogeo wird: fOr ein bestimmtes x mflsse die 
Function €px ein Unendlicbkleines sein. Drittens wird das Differential 
q>x.dx durch die Bemerkung untergeschoben, man drücke diese Bedingung, 
^x für ein bestimmtes x unendlich klein, nach dem analytischen Sprach- 
gebrauch bequemer dadurch ans, dafs man nicht die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Fehlers allein betrachte, sondern die der Fehler innerhalb 
der unendlich nahen Grä uzen or und x-\-dx zusammen; und innerhalb der- 
selben werde der Werth von (px als constant anzusehen und demnach die 
Wahrscheinlichkeit des Fehlers zwischen x und X'\-dx durch <px.dx aus- 
zudrucken sein. 

Nach diesen historisch -kritischen Bemerkungen ist nun mein Haupt- 
zweck, den ersten der Puncte, die eben als zur Metaphysik unseres Ge- 
genstandes gehörig bezeichnet wurden^ durch eine fafsliche und strenge 
Deduction ins Klare zu setzen. Dabei mufs ich mich aber, theils des Zu- 
sammenhanges wegen, theils weil hin und wieder Einiges nachzutragen ist, 
besonders in der Theorie des mittleren Fehlers, auch auf die dbrigen ein- 
lassen und eine Bemerkung über die überall in Anwendung kommenden 
Fondamentalsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung vorausschicken. 

S. 1. 

Die Sätze von der zusammengesetzten Wahrscbeinliclikeit. 

Versieht man überhaupt unter zusammengesetzter Wahrscheinlichkeit 
die eines Ereignisses, welches von mehreren andern abhängt, deren Wahr- 
scheinlichkeiten für sich betrachtet u^i, w^ u. s« w. und die von einander unab- 
hängig sind, so sind es zwei Fälle, die in Betracht kommen: erstlich, die 
Wahrscheinlichkeit, dafs irgend eines dieser Ereignisse eintreffe, die des 
Entweder-Oder, welche fV heifse, und zweitens, diejenige, da£s diese Er- 
eignisse zusammentreffen, die des Sowohl -Als- auch, die mit FF^ bezeichnet 
werden soll ; und man beweiset, wenn man es mit discreteu Zahlen von Fäl- 

leu zu thun hat, wo alle Gröfsen w die Form -jrr haben, leicht, dafs 

ist, wenn tn die Anzahl der partiellen Wahrscheinlichkeiten bezeichnet. Es 
fragt sich nun, ob diese Formeln allgemein sind und ob !<ie ohne Weiteres 
aoch dann gebraucht werden dürfen, wenn es sich um stetige Gröfsenfolgen 
bandelt; wie in unserem Falle, wo also die GröCsen w nicht mehr die Form 
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-Ir haben. Viele Schriftsteller dehnen jene Formeln ohne Weiteres auf 

Molche Fftlle aun, und ei» durfte sich in der That nichts Entscheidendes 
dagegen sagen lassen; denn einerseits kann man den zweiten Fall aa* 
nAiiemd immer auf den ersten zurOckfübren , indem man sehr grofse An- 
zahlen nimmt und etwa so schliefst : Da unter einer sehr grofsen Anzahl N 
von lleobachtungen n einen Fehler zwischen gewissien Gränzen haben werden 
(auch in diesem oder jenem empirischen Beispiel wirklich haben}, so kann 

man annähernd die Wahrscheinlichkeit desselben durch -^ vorstellen, und 

diu Art, wie diese Nähcruugswerthe zu den Grofsen W, W zu verbinden 
seien I d. h. nach den obigen Formeln, mQsse auch noch gellen, wenn man die 
cxacten Ausdrücke der partiellen Wahrscheinlichkeiten an ihre Stelle setze; 
andrerseits, wenn man allgemein davon ansgeht, die Grofsen W und W 
als Functionen der Grofsen w zu betrachten, so mdssea diese Functionen 
so bescliaffen sein, dafs sie, so wie sich bestimmte Mengen von Fällen un- 
lerschuiden Iunsch, auf obige Formen sich reduciren ; was wohl schwerlich 
anders miigtich int, iits wenn dies ihre allgemeinen Formen sind. Encke 
fand för gut, den zweiten Satz für das Zusammentreffen mehrerer Fehler 
besonders zu beweisen; allein einmal geschieht es nur beispielsweise, als* 
dann aber nach dem oben erwähnten Annäherungspriucip, und dann auf 
den Grund der als unhaltbar nachgewiesenen Vorstellung, dafs ntpx die 
Anzahl der Fehler x in n Beobachtungen sei. Gegenöber von alle dem 
Ufst sich aber hi der That auch ein allgemeiner Beweis der beiden Foraiebi 
geben, welcher von der Art, wie die partiellen Wahrscheinlichkeiten ausge- 
drückt sind, ganz unabhängig ist, wahrend man, davon ansgehend, dafs im All- 
gemeinen 

W ^-^ F(tri, w^ ), Fr'= F'(to,,uF,, ....) 

zu setzen sei« nach innern Bedhiguugen die Form dieser Fnnctionen zv 
bestimmen sucht. 

1* Ks liegt nemlieh in der Natur der Sache, dafs die FanctiofDeii 
1^, F^ nach der Gröfse tr symmeCrisch sein mQssen. 

2. Wenn eine der Grofsen tr Null wird, so verschwindet W\ 
wÄhrond yie aus der Function F geradezu herausfallt, so dafs W dieselbe 
Function der übrigen u? bleibt. Verschwinden daher alle bis auf ein ur, so 
ist f inerstMls W^=^ Fic: andrerseits mnfs dann fV= w sein, mithin Fw=sto: 
eine Bedingung« der aber nicht nur die Summe aller Grofsen ir, modera 

auch B. B, ir:=|^(ic»r+^? T***0 Genüge leisten würde. 
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3. Dieselbe Eigenschaft bietet die FonetioD F' Sqt den Fall dar, 
dafs eine der Gröfseu w auf die Einheit sich redocirt, d« 1l dafs das durch 
sie vertretene Ereignifs geunfs ist Diese Gröfse fallt einfach, heraus, und 
W^ bleibt dieselbe Function der übrigen. Wären daher alle w der Einheit 
gleich, bis auf ein tv, so ist einerseits W^ =-¥^10; andrerseits mufs dann 
W'=^u) sein, mithin F*w=zw: eine Bedingung, der ebenfalls genügt wird, 
wenu J'^' überhaupt zwei entgegengesetzte Operationen bezeichnet 

4. Durch alle bisher gedachten Bedingungen ist nun die nähere Form 
der Fonctionen F, F' dahin indicirt, dafs F eine Function der Summe 
irgend welcher, aber einerlei, Functionen der einzelnen Gröfseu w sei, 
F' dagegen eine Function des Products solcher Einzelfunctioneu ,' d. h. 

60 dafs 

f{(pw) = w und f(}pw) = w 

ist; und ferner 

yO = 0, ^0 = und ^i = 1. 

5. Da es ferner in beiden Fällen einerlei sein riiufs, nicht nur in 
welcher Ordnung man die Gröfsen w combinirt (No. 1.), sondern auch, 
in welchen Gruppen man sie zu neuea partiellen Wahrscheinlichkeiten zn- 
sammensetzty um dann diese auf dieselbe Art zur totalen zusammenzusetzen, 
so müssen die Functionen F^ F* auch die Eigenschaft haben, daCs 

F{r (F(tii|, ••••), F(Wy«j •• .•), ••••), F(tOy^i^ •••Ot ••••} 

ist (wo Z.B* w = v-f^'f •••• ^"^ ^*'*" wieder y^v'-^-y" ■]-.... u.s.w.)^ 
u« s. w« in allen erdenklichen CombinaCiouen. Desgleichen bei F'. Dies ist aber 
die ausschliefsliche Eigenschaft der Summen und Producte, sei es der Gröfsen 
w selbst, oder, um iu gehöriger Allgemeinheit zu verfahren, irgend welcher 
Einzelfunctionen derselben, die aber wegen No. i. für alle einerlei Form 
haben und wegen No. 2« mit ihnen verschwinden müssen. Da überdies 
die Summe der Gröfse fV, das Product der Gröfse W' entspricht (No. 2 ), 
so führt diese Betrachtung za 

6. Verbindet man dieses Resultat mit dem von No. 4«, so erhellet, dafs 

f{q)w) =z <pw und folglich q>w = Wy 

desgleicheoL 

flrpw) = y^w^ mithin ipw = w 



ä 
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sein niafs, und dafs also allgemein 

IV =^ Wi'{-....'\'W^^ W^'= w^iX....XM^m ist. 
Die in No. 5. gedachte Eigenschaft der FuncCioneu F, F' war je- 
denfalls zu erwähnen, als eine wesentliche, die ein Moinenl zur Bestimmung 
derselben liefern kann, und der darauf gegründete Beweis hat den Vorzug, 
für die beiden znsammengeselzten Wahrscheinlichkeiten ganz gleichartig zu 
sein. Allein man kann auch Umgang davon nehmen und den zweiten Salz 
für W^ als eine Folge des ersten fOr W nachweisen, diesen aber von dem 
in No. 4. gewonnenen Resultat aus durch folgende, bisher nicht verwendete 
Eigenschaft dieser Gröfse vollends demonstriren. 

7. Wenn alle Gröfsen w einander gleich sind, so ist offenbar 
lV=nwy indem nach dem Grundbegriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens irgend eines von n gleich wahr« 
scheinlichen Ereignissen das nfache von derjenigen eines bestimmten ein- 
zelnen derselben ist. Für diesen Fall folgt aber andrerseits aas No. 4. 

W = fincpw), 
und mitbin, wenn man die eben daselbst aufgestellte Gleichung 

w = f((pw) 
mit der Bedingung fV=nw verbindet, 

f{nq>w) = nf{ipw). 
Diese Functionalgleichung aber giebt f{(pw)=^(pw=iw; womit 

erwiesen ist. 

8. Nimmt man jetzt, um mittelst dieses Resultats das andere zu 

beweisen, zunächst blofs zwei partielle Wahrscheinlichkeiten w, w\ und 

setzt demgemäfs 

fV^ = F'(w, w'), 

also auch, wenn w zu W'\-Jw wird, 

so druckt Letzteres die Wahrscheinlichkeit aus, dafs das Ereignifs w^ mit 
dem Ereignifs W'\-Jw, folglich entweder mit w oder mit Jw coexistire, 
sofern man eben nach dem ersten Satze die Summe W'\'Jw als die Ent-^ 
weder-Oder- Wahrscheinlichkeit jener Ereignisse betrachten kann, wovon 
das eine die Wahrscheinlichkeit w^ das andere die Jw hätte. Nun sind 
aber die vorhin genannten Wahrscheinlichkeiten 

F' {w, w') und F' (J w, w') , 
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also hat mau wiederum, nach dem ersten Satz*: 

woraus zufolge des allgemeineu Satzes von der Proportiouaiitat , deu ich 
im zweiten Hefte des 24sten Bandes dieses Journals bewiesen habe, folgt, 
dafs W der Gröfse w proportional, also 

W = tvfw' 
ist; ferner aber, durch Wiederholung desselben Schlusses fflr to^, oder 
schon daraus, dafs W nach w und u>' symmetrisch sein soll, 

W = Cww'; 
endlich, da FF= I, wenn ti;=to'=l, was C=l giebt: 

W = ww'; 
und daher auch bei beliebig vielen partiellen Wahrscheinlichkeiten: 

Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen bestimmten Gränzen in einem gegebenen 

Beobachtungsresultat. 

Um nun den Ausdruck dieser Wahrscheinlichkeit W durch das be- 
stimmte Integral 

W ^=- I dx.ipjc 

a 

« 

ZU erweisen; wo a, b die Gränzwerthe des Fehlers sind und (px eine 
Function der Fehlergröfse ist, welche die oben erörterte, von Gaufs auf- 
gestellte Bedeutung hat, gehe ich, da die Grundbegriffe der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung zunächst discrete Anzahlen betreffen, von einer ähnlichen 
Voraussetzung über die Beobachtungsfehler aus; und von da stufenweise 
fort zur Betrachtung einer Folge von stetig sich ändernden Fehlern, mit 
stetig sich ändenidem Leichtigkeitsgrade. 

1. Es seien im Ganzen 2V Fehler von verschiedener Gröfse mög- 
lich, und alle gleich möglich (gleich leicht zu begehen, gleich häufig zu 
erwarten), so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs ein bestimmter unter ihnen 

einem gegebenen Beobachtuugsresultat anhafte, jy, und wenn die 2V Fehler 

in Gruppen vertbeilt werden, die n, nf u.s«w. Fehler enthalten, so sind 
die Wahrscheinlichkeiten, dafs es einer der n^ n' etc. Fehler sei, bezie- 
hungsweise -jT ^ -jT u. s. w.; d. h* die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler aus 

Creile*s Journal t. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 45 
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einer gewimeii Qmj^e za begehen, ist proportional der Aozahl der Fehler 
in dieser Gruppe. 

8. Nun »eien zwar immer noch die Fehler in jeglicher Gruppe 
gleich möglich, aber nicht die der verschiedenen Gruppen , sondern die 
Fehler der ersten, zweiten u. s. w« sollen verschiedene M^lidikeitsgrade 
haben, die sich wie die Zahlen m, m' elc verhalten; welche Terhaltnifss- 
zahlen mau auf ganze Zahlen reducirt voran9setzen kann, (wenigstenai mit 
beliebiger Annäherung bei irrationalen VerlmUuisseu). Dieser Fall redu- 
cirt sich aber auf den vorhergehenden durch die Bemerkung, dafs dies so- 
viel ia^t, als wenn die Gruppen mn, m^n' etc. gleich mögliche Fehler ent- 
hielten. Setzt man daher Jf =Smn, so sind die Wahrscheinlichkeiten, 
dafs der einem gegebenen Beobacfatung»resuItat anhaftende Fdiler der ersten, 

zweiten etc. Gmppe angehöre, beziehungsweise -^g-, -^ o.8.w., d. h. 

proportional den Producten aus den Anzahlen der in den betreffenden 
Gruppen enthaltenen Fehler in die zugehörigen VerhältnUszahlen der Mög* 
Kchkeit« Da man ferner an die Stelle der letztern ihre Quotienten dordi 

eine und dieselbe Zahl setzen kann, so $;ei A:=-^, Ar^=ig- etc.; welche 

Werthe die tVahnfcheinticIikeitscoefpcienten der resp. Fehlergruppen heilsen 
aollen. Dann reduciren sich die Ausdrücke jener Wahrscheinlichkeiten aof 
die Producte krtf k'nf u.s.w. 

3. Wir wollen jetzt au die Stelle der discreten Mengen von Feh- 
lern eiue^stetige Gröfsenfolge innerhalb der absoluten Fehlergninzen setzen, 
und l ne\ der Unterschied oder das Intervall zwischen dem gröfsteu positiven 
und dem gröbten negativen Fehler; desgleichen sollen alsdanu au die Stelle 
jener Gruppen Intervalle i^i' u. s» w. innerhalb des Total- Intervalls/ treten. 

Sind wiederum zuerst alle Stehler gleich möglich , so ist offenbar die 
Wahrscheinlichkeit tr, dafs der einem gegebenen Beobachtungsresttltai an- 
haftende Fehler in ein solches Intervall t falle« (d. h. zwischen den Wer- 
then X und x^-t enthalten sei), eine blofse Function von i, 

IT = fi, 
und desgleichen 

Aber andrerseits ist die Wahrscheinlichkeit w -\- Jw^ dals der Fehler in das 
Intervall t ] Ji falle, soviel als die, dafs er entweder in das Intervall f> oder 
in das Intervall Ji falle : mithin ist sie die Summe der beiden Wahracbein- 
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liohkeUen, die sieb auf beide Intervalle fiär sich bezteben und deren Aosdröcke 

w = fi und f{^i) === ^w 
sind. Man bat also zur Bestinimnng der Function f die Functionaigleicbung 

f(iJ^M) ^ fi^f{Ji), 
au» welcber nach dem oben ($.1, 8.) citirten Salze folgt, dafs die Wahr- 
scbeinlichkeit w dem Intervall i proportional, also dafs 

w = Ci 
ist, viro C eine Constaute bedeutet. Um dieselbe zu bestimmen, erinnern 
wir uns, dafs die naturliche Einheit der Wahrscheinlichkeiten die Gewifs-^ 
heil ist, und dafs diese, u^s=i, eintritt, wenn i^=L Demnach ist 



1 = CI, mithin C = -j- und w = -r. 

Sollte Jemand dieses Aesultat als für sich evident erklären, so 
habe ich nichts Entscheidendes dagegen einzuwenden und stelle es eines 
Jeden Geschmack anheim, ob er diese Proportionalität^ oder den allgemeinen 
Satz von der Entweder -Oder- Wahrscheinlichkeit, worauf der Beweis 
sich gründet, für unmittelbarer halten wolle. (Dieser Satz läfst sich nämlich 
für unsern Fall unter Voraussetzung des Resultats dieser Nummer ebenso 
einfach beweisen, wie im Falle discreter Anzahlen.) 

4. Es seien nun die Fehler in den einzelnen Intervallen nicht gleich 
möglich, und die Verhältnifszahlen der Möglichkeit seien wie in No. 2. resp. 
m, fn' etc.: so zeigt sich, durch ganz ähnliche Schlüsse wie dort, indem 
nun gemäfs No.3. die Gröfsen der Intervalle t an die Stelle der Anzahlen 
n treten, dafs, wenn 

M = IUI -fiw't' -[-*•*• 
gesetzt wird, und äberdies die Quotienten 

— ^ , K — -jig- u. s. w. 

unter dem Namen JVahrsch^nlichkeitscoefficienten ^ wie dort, eingeführt 
werden, die Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Intervalle durch die Pro- 
ducta aus deren Gröfsen in jene Coefficieuten gemessen werden und dafs 

w =^ ki, w' = k'i' u. s. w. ist. 

Uebrigeijs bat mau, eben so wenig wie in No. 2., uöthig, auf die 
gedachte Vorstellung sich einzulassen , sondern kann einfach wie folgt 
scbliefisen. Da bei gleicher Möglichkeit die Wahrscheinlichkeiten erwiesener-^ 
maafsen sich verhallen wie die Intervalle, bei gleichen Intervallen aber^ 

46* 
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offenbar wie die Verhältnifszahlen der Möglichkeit, so vernalten sie sich, 
wenu beide verschiedeo sind, wie die Producta aus beiden, d.h., es ist 

w = Cmi, w^ = Cm'V u.s.w.; 
uur ist dann noch die Constante zu bestimmen. Summirt man aber alle 
diese Gleichungen für das ganze Intervall /, was 

Sit = CSmi 
giebt, so ist 2mi=ilf und Str==l, mithin 

C = Tg- und w = -jjj- == Äi. 

5. Es zerfalle nunmehr das Total- Intervall l der Fehler in eine 
Menge gleich grofser Intervalle i, so dafs der Wabrscheinlichkeitscoefficient 
in jedem derselben constant sei, aber von einem zum andern sich ändere, 
und es handle sich um den Ausdruck der Wahrscheinlichkeit %Dy dafs der 
Fehler eines gegebenen Beobachtungsresultats zwischen x und x \ Jx oder 
in das Intervall Jx falle, welches eine Anzahl n jener Intervalle t enthält, 
so dafs Jx = nu Die Intervalle i zwischen x und ^-f i, x\% und 
X'\-1i u. s. w. sollen der Reihe nach das nullte, erste u, s. w« bis zum 
n — Iteu heifsen. und die zugehörigen Wahrscheinlichkeitscoefficienten seien 
yo9 Xi9 •••• Xn-^i) 80 sind die Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers innerhalb 

der einzelnen Intervalle der Reihe nach 

• « • 

Jü*? Xl'» •••• Xn-l^J 

und diejenige, dafs der Fehler in irgend eines derselben, mitbin in das 
Intervall Jx falle, ist als Summe jener partiellen Wahrscheinlichkeit, 

«^ = (ro+ri+-— +r»-i)»- 

6. Diese Wahrscheinlichkeit w ist nun die Hulfsgröfse, welche mit 
der gesuchten Wahrscheinlichkeit W coincidirt, wenn n unendlich grofs 
oder f unendlich klein wird; und da alsdann die Wabrscheinlichkeitscoef* 
ficienten von einem Fehler zum andern sich ändern, und zwar, wie wenig- 
stens als nahezu richtig jedenfalls angenommen werden darf ( cf. %. 3.) 9 
auf stetige Weise, so sind zugleich die Gröfsen y, als die successiveu 
Werthe einer stetigen Function der Fehlergröfse • als Variabeln zu betrach- 
ten Setzt man demnach 

y = ifX, 

welche Function nun offenbar die von Gaufs ihr beigelegte Bedeutung 
hat und fuglich den Namen WahrscheinticAkeitscoe/^llcient des Fehlers x 
fäbrt^ so ist 
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ood diese Summe gebt, uach eiuem bekannten Fundamentalsalz der Analysis, 
für ns=z 00 oder t == in das Integral zwiscben den Gränzen x und 
X'\'Jx ober, nemlicb in 

dx.(pXf 

X 

oder, wenn insbesondere x = aj x-^-dxsssb gesetzt wird, in 

to =^ / dx.(px. 

a 

Dieser Satz, welcher bei der einfachen Infinitesimaimetbode die Er- 
klärung des Integrals selbst ist, wird übrigens dadurch bewiesen, dafs die 
Entwicklung jener Summe nach t aus zwei Theileu besteht: einem Theile, 
der mit • rerschwindet, und einem, aus welchem rermöge fii-=ijx die Zahl 
n sich wegschaffen läfst^ nämlich aus 

d. h. aus der Entwicklung des Integrals / dx.q>x nach Jx, indem. 

X 

wenn Fx die Function ist, deren Ableitung 9^, 

f'^^'^dx.^px = F{x-\-K) — Fx 

dFx . , d*Fx Jt* , 

== q>x Jx -}- '-^— • — 5— + •••• ist. 

7. Zugleich erhellet hieraus, dafs die Wahrscheinlichkeit, um die es 

sich handeU, immer in eine Reihe nach Potenzen des Intervalls«, in welchem 

der Fehler enthalten sein soll, sich entwickeln läfst. Je kleiner nun das 

Intervall ist, um so maafsgebender wird das erste Glied, und mit um so 

gröfserer Annäherung kann die Wahrscheinlichkeit w^ dafs der Fehler eines 

Beobacbtungsresultats zwischen =<i und x=za'\-t liegen werde, wo t 

jenes sehr kleine Intervall ist, durch 

w =z i(pa 
anstatt durch 
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WO fp^x = "-j^ u. s. w. ist, vorgestellt werden. Wie sich dies, hier 
vom reiu analytischen Standponct aus bemerkt, zum empirischen Sacb- 
bestände verhält, wird im nächsten Paragraph zur Sprache kommen. 

8. Was endlich das unbestimmte Integral oder die Fliuction Pa: 
(No. 6.), deren Ableitung (px ist, betriff);, so verhält es sich hier wie mit 
andern Anwendungen der Integralrechnung, z. B. auf den Flächenraum 
einer Curve. So wie mau diesen als eine Function der Abscisse, deren 
Ableitung alsdann die die Ordinate vorstellende Function der Abscisse ist, 
betrachtet, uatßrlich (da eigentlich einem bestimmten Abscissenwerth zunächst 
gar kein Wertb jener Function entspricht) in dem Sinne, dafs die betref- 
fende Function einen vom iinbestimmteu Anfange bis zu irgend einem Ab- 
scissenwerth, oder von diesem an ins Unbestimmte sich erstreckenden Flächen- 
räum vorstellt : so kann man auch in unserem Falle die Wahrscheinlichkeit, 
dafs einem Beobachtungsresultat ein unbestimmter Fehler anhafte, von dem 
nämlich nur eine Gränze, d. h. irgend ein möglicher FehlerweHh x gegeben 
jit, als eine Function Fx dieses Felilerwerthes aufstellen, von welcher die 
Ableitung nach x alsdaun eine andere Function (px von x ist, deren Bedeu- 
tung sich sofort als die des Wahrscheiulichkeitscoenicienten ergeben niufste. 
Man könnte biebei auch direct nach der Nörrenberffscheu Methode zu Werke 
geben C^. „lieber die Differentialcoefiicieuten unbekannter Functionen," eine 
Abhandlung Körrenbergs in der Baumgarten -Ettinghausenschen Zeitschrift, 
die einen wesentlichen Nachtrag zur Fnnctionentheorie bildet): indefs wur- 
den die Hauptniomente der Aufstellung und Entwicklung der Ufllfsgröfse 
mit denen der obigen Deduction zusammentreffen; die mir im Uebrigen ge- 
nehscber zu sein scheint. 

S. 3. 

Untereucliuiigen über die Function <jpjr. 

L Die Gesetze, denen man, übereinstimmend mit der Erfahruug, die 
zufälligen Fehler guter Beobachtungen unterwirft, sind bekanntlich folgende 
drei. Erstens, positive und negative, dem Zablenwertli nach gleiche Fehler, 
sind gleich möglich. Zweitens, für jede Gattung von Beobachtungen giebt 
es eine Gräuze der absoluten Gröfse der Fehler, über welche hinaus kein 
Fehler mehr möglich ist, so dafs, wenny diese Gränze bezeichnet, das Total- 
Litervall der möglichen Fehler 1 = 2^, und x^=0 der mittlere Fehler ist. 
Drittens, innerhalb der Gräuzeu ±ff der möglichen Fehler bängi der Grad 
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der Möglichkeit oder Wahrscheinlichkeit von der Gröfse der Fehler ab, 
so daf^ derselbe yon der Fehlergräoze an nach dem mittleren Fehler x=0 
zu, wo er sein Maximom erreicht, stetig (wenigstens nahezu) zunimmt; aber 
nicht proportional zu der Fehlergrö(se, sondern um das lITaxiüium her laug- 
sam, nach den Gränzen zu rasch sich ändernd. Durch diese Gesetze ist aber 
bereits diejenige Form der Function (px als die einfachste indicirt, welche 
sofort durch die weitere Bedingung, der man sie nnterwirft, dafs sie näm- 
lich zu dem Princip des arithmetischen Mittels fähren soll, wirklich fest- 
gesetzt wird; wozu noch ersichtlicher weise kommt, dafs diese Function für 
jeden möglichen Fehterwerth einen einzigen positiven Werth geben mnfs; 
denn wenn das erste Gesetz eine gerade Function von x anzeigt, so wfrd 
das dritte durch eine mit x abnehmende Exponentialfunction dargestellt. 
Man wird mithin nach Allem auf 

tpx = Cer^'\ 
wo e die gewöhnliche Bedeutung hat und C und c wesentlich posilive Cou- 
statiten ' sind , geführt; als auf die einfachste stelige Function, welche zu- 
nächst denjenigen Bedingungen genagt , die innerhalb der Fehlergränzen 
stattfinden. Dazu kommt aber noch die im zweiten Gesetz enthaltene Be- 
dingung, und man könnte versucht sein, dieselbe dadurch darzustellen» dafs 
die Function ah den Fehlergranzen für x = ±ff verschwinden und jenseits 
derselben unmögliche Werthe, wozu f9r nnsern Fall nicht blofs imaginäre, 
sondern auch negative Werthe gehören, gebea solle. Wenn ferner die Dar- 
stellung der Unmöglichkeit durch imaginäre Werthe unvereinbar ist mit der 
Bedingung des einzigen posttiven Werthes innerhalb der Fehlergränzen, so 
wurden negative Werthe dazu sich eignen^ wenn man noch die wesentlich 
positive Constante O beifugt und 

q>x = C^""' — C% 
d. h., wegen 90? = für x=±g^ 

(px =r de-^^ — er^') 
setzt. Allein diese Auffassung des zweiten Gesetzes ist une^tatthaft : denn 
da die Wahrscheinlichkeit^ dafs der Fehler eines Beobachtungsresukats zwi- 
schen den Fehleigränzen 9 folglich auch zwischen zwei noch entlegeneren 
Werthen von x enthalten sei, Gewifsheit sein mufs, so hat man nicht nur, 
was auch die Function^ er sein mag, 



/ 



äx .(px = 1, 
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sondeni aucb 

dtp.fpx ^1; 

was bei der ietztera Form von €px überhaupt bei jener Darstellung des 
dritten Gesetzes nicht möglich ist. Es kann daher dasselbe nur dadurch 
dargestellt werden, dais (px nicht blofs für die Fehlergranzen, sonderq auch 
für alle dieselben überschreitenden Werthe von x verschwinden soll, so dais 

/ dx.(px = / dx.tpx = 1 

ist. Allein dann ist (px eine discontinuirliche Function; und dies wäre nun 
entweder genau analytisch darzustellen, oder blofs näherungs weise, durch 
eine stetige Function, welche zwar (ur keinen Werth von x verschwindet, 
aber bei einiger Zunahme von x so rasch abnimmt, dafs sie von den Fehler- 
gränzen an nicht nur selbst unmerklich kleine Vt'erthe hat, sondern auch 
das Integral 

dx • (px 
e 
zu einer zu vernachlässigenden Gröfse macht. Dies ist nun eben der Fall 
bei einer Exponentialfunction wie e"^^*^ und man kann sich dann auch noch 
erlauben, au die Stelle der die Constaute C bestimmenden Bedingung 

aus welcher man für C eine Function von g und c erhielte, näherungsweise 



/30 
dx. 



zu setzen, wodurch, nach dem bekannten Werthe dieses Integrals, C eine 
blofse Function von c wird, nämlich, indem, man A^ för c setzt, 

C ^:^ ->-, und somit (px =: -r- «^^''*; 

so dafs es sieh jetzt nur noch um die eine Constante h handelt. Diese 
näherungsweise Behandlung kann man sich um so eher erlauben, als die 
Fehlergränze nie genau bekannt, sondern, wie jede empirische Gröfse, über- 
haupt als eine unbestimmte, zwischen gewissen, wenn auch noch so engen 
Gränzen enthaltene Gröfse anzusehen ist. 

II. Die letztere Bemerkung führt zu einer weiteren Betrachtung 
über die Natur der Function (px, wonach die dafür aufgestellte stetige 
Form nicht nur deswegen eine genäherte ist, weil die Bedingungen, die 



% 
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dazu fuhren 9 nur auf Plausibilitätsgrflnden beruhen; auch schon weil au 
der Pehlergränze eine Auflösung der Stetigkeit wirklich Statt findet: sou-» 
dern ich glaube ^ man darf noch weiter gehen, und behaupten, daCs über«* 
baupt stetige Functionen, wie die bestimmten Integrale in diesem und 
dem vorigen Paragraph, eigentlich von analytischer Seite nur als Nahe- 
rungen zu betrachten sind, wahrend die in S< ^* ahs Hiilfsgröfse betrach- 
tete Summe eigentlich dem empirischen Sachbestaude am getreuesien ent- 
spricht Da es nämlich für jede Gattung von Beobachtungen eine Gränze 
des nicht mehr Wahrnehmbaren und daher auch nicht mehr Uuterscheidbaren 
giebt, so sind empirisch alle Werthe des Fehlers x, deren Unterschiede 
jene Gränze nicht übersteigen, als gleich anzusehen, und gleich leicht zu 
begehen; und mithin ist der WahrscheinlichkeitscoeflGcient innerhalb eines 
Intervalls von dieser Kleinheit erfahrungsmäfsig wirklich constant. Be- 
zeichnet daher fortan t eine solche kleine Gröfse, so darf i(px mit Recht 
als die Wahrscheinlichkeit eines, einem Beobachtungsresultat anhaftenden 
Fehlers zwischen x und ar-ft, oder vielmehr zwischen x — ^t und ^4~i^» 
betrachtet werden, und kann auch WaArscA^nUchkeit des Fehlers x heifsen, 
insofern derselbe, als empirische Gröfse, eben auch nur einen zwischen solchen 
Gränzen enthaltenen Fehler bedeuten kann. — Von diesem Gesichtspuncte 
aus dörfte sich auch noch eine Bedenklichkeit erledigen, die gegen die An- 
forderungen an die Function q>x, wie sie in der vorigen Nummer ange- 
geben wurden, erhoben werden könnte. Da nämlich (px von der Fehler- 
grftnze an mit abnehmendem x zunehmen mufs, so könnte noch gefragt 
werden, ob sich dieser Gang der Function genau bis 07 = er^strecke, 
oder ob nicht etwa für diesen Werth ein relatives Minimum, und zu jeder 
Seite desselben ein absolutes Maximum Statt finden möchte. Es geht aber 
aus den BesseUc\t%n Rechnungen in den Fundamentis Astronomiae her- 
vor, dafs solches jedenfalls in einem Abstände vom Nullwerth Statt finden 
mufs, der die vielbesprochene Kleinheit nicht übersteigt: dafs also die 
drei Werthe, die beiden Maxima und das Minimum, in ein Intervall fallen 
werden , innerhalb dessen man vielmehr einen gleichen Wahrscheinlichkeits- 
grad, mithin einerlei Werth von q>x, der dann dem Werthe x = Q ent- 
spricht, zu fordern hat. 

IIL So wenig die relative Wahrscheinlichkeit eines Fehlers mit der 
absoluten verwechselt werden darf, so wenig läfst sich doch jene auf diese, 
oder der WahrscheinUchkeitscoeflicient auf eine Wahrscheinlichkeit zurück« 

CreUe*i Jounua f. d. M. Bd.XXyL Heft 4. 46 
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fdbren. Gehen wir auf die ursprängliche Festsetzang %. 2. 4. zoruck, ivo t 
noch beliebig ist, und setzen t^l, so ist w^=k: d. L der Wahrscheinlich- 
keitscoefficient ist gleich der Wahrscheinlichkeit. Eben so verhalt es sich, 
wenn wir nach dem Gesichtspanct der vorigen Nummer für die Wahrschein- 
lichkeit des Fehlers a:, 

setzen und sofort die sehr kleine Gröfse i zur Einheit der Fehlergrofsea 
nehmen. Weiterhin kann man aber auch, in Voraussetzung einer voTIkom- 
men sletigen Aenderung des Wabrscheinlichkeitscoefficienten, sagen, er, 
d. h. die Function tpx, sei die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler zwischen 
X und x-^i enthalten sei, wenn t zur Einheit genommen würde und alle 
Fehler in diesem Einheita*- Intervall gleich möglich ^wären. 

IV. Bedeutet w die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen 
gewissen G ranzen, der einem Beobachtungsresuitat anhaftet, sei es, dafs 

er durch t<px^ oder durch f dx .ipx auszudrucken ist: so ist die Wahr-- 

a 

scheinlichkeit, dafs der Fehler irgend einer von JV Beobachtungen anhafte, 
fiWf und wenn JV hinreichend grofs ist, damit Nw ^ 1, so läfst sich mit Ge- 
wifsheit erwarten, dafs der betreffende Fehler in den IVBeobachtungen sich 
finden werde; und zwar mmal, wenn m die ganze Zahl ist, die zunächst klei- 
ner ist als Nw. Man kann daher überhaupt sagen, dafs Ku) die Anzahl 
ausdrucke, wie oft der Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit w ist, in einer 
Anzahl ZV von Beobachtungen gesetzmäfsig vorkommen sollte $ and die er-- 
wähnten Besseh^en Rechnungen haben gezeigt, dafs die nach der iii No. I. 
aufgestellten Form der Function (px berechneten Werthe von Nw mit 
der Erfahrung gut öbereinstimmen* Ist insbesondere x==iqfx, wo t die 

Bedeutung von No«II. haben soll, und setzt man f=: — , wo / wie in $• JS. 

das Total- Intervall der Fehler Z = 3^ ausdrückt,* so hat man 2V — ^x; was 
sich für N=n auf Itpx oder 2jfq>x reducirt; und hieraus erhellt, dafs, 
wenn es sich um die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlers, im strengen 
Sinne in einer Anzahl von Beobachtungen handelt, also wenn n unendlich 
ist, dieselbe für jede endliche Anzahl iV unendlich klein ist und nur für eine 
unendliche Menge von Beobachtungen auf den endlichen Werth I(^x sich 
reducirt, der überhaupt für N=n statt findet. (Man vergleiche hiemit die 
Bemerkung im Eingänge bei der Besprechung der Enheschen Darstelhing.) 
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%. 4. 

Princip für die Herleituog einer Anzahl von Elementen aus einer grörsern Anzahl von 

Beobachtungen. 

Es bandelt sich jetzt darum, zu beweisen, dafs aus n Beobachtun- 
gen, deren unmittelbare Gegenstände bekannte Functionen von V Ele- 
menten sind, wobei n^V, die besten oder wahrscheinlichsten Werthe 
dieser Elemente diejenigen sein werdea, welche das Product der Wahr- 
sclieinlichkeitscoefijcienten der n Beobacbtungsfehler ^1, ^«9 •••• a^^« 

P = (pxi €px2 X .... X q>x^^ 

zu einem Maximum machen; was bei Zugrundelegung der Functionsform. 

die Methode der kleinsten Quadrate giebt. 

1. Nach $.1. ist die Wahrscheinlichkeit Wy dafs in n Beobachtun- 
gen die Fehler x^....x^ coexistiren, deren Wahrscheinlichkeiten för sich 
u>i....Wn sind, das Product 

W = ti'itr2X....trn; 
woraus sich 

W = t"ydPi9)a?2X....Xy^n = i^P 
ergiebt, wenn man för die Wahrscheinlichkeiten der Fehler, ans dem Ge- 
sichtspnncte 8.3. IL, 

tOi = tya?i, fV2 = ifpx^ U.S.W, 
setzt, wo f'eine beliebig kleine Gröfse hedeutet, die das Unmerklich - Kleine 
auf dem betreffenden Gebiet keinesfalls übersteigt* Alsdann aber erheilet 
ferner, dafs das Maximum von W, da auf i, als Constante, nichts ankommt, 
mit demjenigen von P zugleich gegeben ist. — Setzt man dagegen, vom 
analytischem Standpuucte aus, die vollständigen Werthe 

der Wahrscheinlichkeiten, dafs die n Fehler zwischen x^ und x-\'ij ^r, 
und x^-^-i u. s. w. enthalten seien^ so erhält man für W eine nacli Poten- 
zen von t fortschreitende Reihe ; nämlich man erhalt, wenn die CoefBcientea 
dieser Entwicklung mit P, P^ u. s. w. bezeichnet werdea, nebst dem was 
Producte der Functionen q> und ihrer Ableitungen und constante Divisoren 
sind, wobei insbesondere P den obigen Werth hat: 

Fr= i"(P-fiP'+....). 

46* 
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Je kleiner iiuu t ist, tun desto mehr wird die CoexiBtenz bestimmter, oder 
vielmehr mit dem Spielraum des Unendlich - KleiDea begabter Beobach- 
tungsfehler ausgedrückt: desto maarsgebender wird aber auch für den Werth 
Ton IV die Gröfse des CoefBcieuteu P, und mit desto grßfserer Annähe-** 
rung kann man IV als der Gröfse P proportional und diese als den Wahr- 
scheinlichkeitscoSilficienten des ganzen Fehlersystems (x^^ x^^ .••.) betrachten: 
desto mehr endlich wird das Maximum von W mit dem von P zugleich 
gegeben sein. Auf diese Weise hätte man also hier ein Näherungsresultat. 

S. Sind nun die n Gröfsen, deren mit den Fehlern ^i^ x^y .... 
beobachtete Werthe a^^ n^, •.•.9 sind, bekauute Functionen /I» ^9 •••• von N 
Elementen p, q, ••••9 um deren wahrscheinlichste Bestimmung nach diesen 
Beobachtungen es sich handelt, so sind diese plausibelsten Werthe von 
p, q, #•#• offenbar diejenigen, welche mit allen Beobachtungen zusammen am 
besten fibereinstimmen, welche also Werthe der Functionen fuf^y»* der Art 
liefern, dafs die Differenzen/? — iii, ^ — /i, u. s. w«, d h. die Fehler x^^ ar,,.... 
möglichst klein, mithin die Functionen q>Xiy (px^ u. s. w.f und folglich die 
Wahrscheinlfchkeiten iq>Xij i(px2 u.s.w< der Fehler möglichst grofs wer- 
den : aber nicht die einzelnen für sich, sondern alle, ausyleichenderweise, 
zvsointnen, d. h« so, dafs die Wahrscheinlichkeit ihrer CoSxistenz, die Gröfse 
fV, mitbin nach No. 1« das ProductP der Wahrscheinlichkeitscoef6cientent 
ein Maximum wird, und dafs endlich, bei der angenommenen Form der 
Function (fx, die Quadratensumme der Fehler ein Minimum ist. 

3. Bis jetzt habe ich mich nicht "davon äberzeugen können, dafs 
diese oder eine ähnliche Darstellung zum Beweise des Satzes nicht hin- 
reiche; und also auch nicht davon, dafs hierzu der von Gau/s in der Theoria 
motus S* 176« aufgestellte allgemeine Satz noth wendig sein sollte. Seien, 
um noch näher hierauf einzugehen, p\ q\ ....; p'\ g^\ .... zwei verschiedene 
hypothetisch angenommene Werthsysteme der Elemente, und /^^ f^y ••••; 
fiU /*/S . • • . die danach berechneten Werthe der Functionen f, also die 
Differenzen 

f^' — Hl =1 Xi\ f^ — 112=» X2 u. s* w die Fehler in der ersten, 
/•/' — «i = a?/', /i" — «2 = ^%' u- s* w. diejenigen in der zweiten Hypothese^ 
endlich q>Xiy ^x^'^ .... P* die Wahrscheinlichkeitscoeflficienten der einzelnen 
Fehler und ihrer Coexistenz (denen nach No. 1. die Wahrscheinlichkeiten 
selbst proportional gelten, sei es auch nur annähernd) in der ersten; ebenso 
'PXi\ ipX2\....P^^ die in der zweiten Hypothese: so ist offenbar diejenige 
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der beiden Hypothesen vorzuziehen, welche den gröfsern Werth von P liefert, 
weil sie hierdurch mit dem [nbegriflT der Beobachtungen besser übereinstimmt, 
indem sie ihre Fehler im Ganzen kleiner, also wahrscheinlicher macht. 
Weiter zu gehen ist aber nicht nöthig; es ist ganz gleichgültig, wie die 
Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen analytisch darä^ustellen sein mögen, 
und ob . sie denen der entsprechenden Fehlersysteme proportional sind, 
oder nicht 

S. 5. . 

Betrachtuogen aber das arithmetische Mittel aud über die mittleren Werthe überhaupt 

Bekanntlich wird die mehrerwähnte Form der Function q>x, wie sie 
schon durch die Betrachtungen in $. 3. als die einfachste der den allgemein- 
Den Bedingungen genügenden stetigen Functionen sich dargeboten hat, durch 
die weitere Bedingung wirklich hergeleitet, dafs das im vorigen Paragraph 
aufgestellte Princip in dem besondern , einfachsten Falle, wo es sich um ein 
einziges Element handelt, welches zugleich Gegenstand der unmittelbarefi 
Beobachtung ist, auf das Princip des arithmetischen Mittels sich reduciren 
soll« Deshalb sucht Encke dieses Princip a priori, wenn nicht zu beweisen, 
so doch plausibel zu machen. Üebrigens fuhrt seine Betrachtung streng ge- 
nommen nur dahin, dafs der wahrscheinlichste Werth einer Gröfse, aus n 
beobachteten Werthen derselben, eine lineare symmetrische Function dieser 
Werthe» und zwar von der Art sein mOsse, dafs sie, im Fall jene n Be- 
obachtungswerthe einander gleich wären, auf diesen, dann einzig möglichen 
Werth, sich reduciren würde« Dies geht aus folgenden Bemerkungen hervor; 
zugleich aber, dafs das arithmetische Mittel ganz besonders sich empfiehlt 

I. Es sei X der gesuchte plausibelste, ai, •••. an seicD die beobach- 
teten n Werthe, S^ sei die Summe ihrer »iten Potenzen; ferner seien C^, C'n^y 
Vm^ ^m r^sp. die Summen ihrer Combinationen ohne und mit-, und ihrer Va- 
riationen ohne und mit Wiederholungen zur litten Classe, deren Anzahlen 
beziehungsweise 

Cm = i.2....m — — ' ** n(it— l;....(ii — m-|-i;, 

V ii(n + l)..>>(n4-m— 1) , -, 

sind: so sind die Functionen 

m IM Ml m m 
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sammtiicb, für alle Anzahlen m^ von der Art, dafs sie jenen Bedingungen 
Gendge leisten; zogleicb aT)er Mittelgröfsen der gegebenen, wofern man nur 
in etwaigen Fällen, wo die lieobacliteten Werlbe tlieils positiv, theils negativ 
sein können, nicbt nur diejenigen ausschliefst, welche imaginär sind, sondern 
auch diejenigen, welclie die Zeichen -unterschiede verwischen würden^ wäh- 
rend, wenn die Gröfsen a sämnitlich. positiv sind, jene Behauptung von allen 
gilt. Davon sind übrigens die zweite nnd dritte immer identisch ; denn es ist 

V,„ == 1.2.3 ....m.C„^ und v^ = t.2.3 ....m.e^^ 

und als besonderer Fall ist darin das sogenaunte geometrisclie Mittel q ent- 
halten; denn för m^=n ist 

C„ = Oia, X«**«an und c„ = 1, 



m 



und es reducirt sich mithin die Function V-^ auf 

n 

Da ferner die letzte der obigen Functionen fär alle Werthe von m auf 
das arithmetische Mittel p sich reducirt, indem 

^m = (Äi+flj-f ....flnr, mithin. 

V vin V n'^ n ^ 

das arithmetische Mittel ist, welches sich auch aus der ersten Form ffir 
m = l ergiebt: so bleiben die drei allgemeinen Formen 

h' h' f-t 

für X übrig, die man noch vermehren könnte, wenn man die Potenzen 
der Gröfsen a aufs neue combiuirte und die unter dem Namen arithme- 
tischer Mittel verschiedener Ordnungen begriffenen zusammeufafste, (so dafs 
p dasjenige der ersten Ordnung wäre;) wenn man es nicht etwa vorzieht, 
diese Benennung auf die in der ersten Form enthaltenen Functionen zu 
beschränken. 

IL Unter allen in jenen Formen enthaltenen Functionen der Gröfse 
a ist nun die des arithmetischen Mittels p die einfachste, und insofern die 
natürfichste und zweckmäisigste ; wenn dem sonst nichts entgegensteht 
Dazu kommen aber noch folgende sie empfehlende Eigenschaften. 

1. Dem, dafs für x=^p die Summe der Unterschiede verschwin- 
det und 2(x — a)=:0, mithin 2(a: — a)^ ein Minimum ist, steht zwar 
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Aehnliches für die andere zur Seite, indem, wenn überhaupt x = y-^ ge- 
setzt wird, S(j?"* — ö'^) = o und '2(x'^ — a'^Y zum Minimum wird. 

2. Dagegea kommt es der Function p ausschliefslich zu, dafs wenn 
die Werthe a eine arithmetische Progression bilden, p dem mittleren Gliede 
derselben, oder der halbea Summe des gröfsten und kleinsten Werthes, 
gleich wird: eine Eigenschaft, die man vielleicht schleclithin von der ge- 
suchten Mittelgröfse verlangen durfte; entsprechend der Forderung, dafs 
die Mittelgröfse, wenn die Werthe a gleich werden, auf eben den Wertb 
sich, reduciren soll. 

3. Es ist ferner von Bedeutung, dafs ti = 1/— ^ ist. Denn die Summe 

der Yariationen mit Wiederholungen V^ ist in jeder Ordnung m die allein 
vollständige Verbindung der Elemente, während die Elemente bei den übri- 
gen derselben Ordnung nicht auf alle mögliche Arten verbunden werden; 
und dies läfst sich als weitere AnsfQhrung der in dem Ausdruck von p 
liegenden Bemerkung betrachten, die ohne Zweifel zum Gebrauch des 
arithmetischen Mittels geleitet hat, damit bei demselben Jede der concurri- 
renden Gröfsen ihre legitime Quote zum Resultat beitrage. 

4. Endlich kommt hinzu, dafs alle Werthe von x, die man aus der 
ersten Form, wo blofs Potenzen der Gröfsen a vorkommen, für m ^ 1 zieht, 
gröfser als p sind; und zwar um so mebr, je gröfser m ist; und dafs im Ge- 
gentheil alle diejenigen aus der zweiten Form, wo blofs Producte der Gröfsen 
a vorkommen, kleiner als p ausfallen; und zwar wiederum um so mehr, je 
gröfser m ist; so dafs das geometrische Mittel 9 das Minimum aller in nähern 
Formen enthaltenen Mittelgröfsen ist ; denn diejenigen aus der dritten Form 
endlich, wo Potenzen und Producte der a eingehen, rheilen die Eigenschaft 
der ersten Form ; und zwar so, dafs bei einerlei Werth von m die Func- 
tion der dritten Form dem arithmetischen TMnttel näher kommt, als die der 
ersten ; wie denn auch in jener die Summe der Combinationen mit Wieder- 
holungen derjenigen der Variationen mit Wiederholungen hinsiclillich der 
Vollständigkeit der Verbindungen der Elemente näher steht, als in der 
ersten Form die Potenzsumme; so dafs nach allem dem das arithmetische 
Mittel das Mittel unter den ACtteln genannt werden dürfte: unter den Mittel- 
gröfsen nämlich, welche nach den zu Anfang des Paragraph» aufgestellten 
Grundbedingungen als mögliche Werthe von x concurriren ddrfen. 
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III. Durcb diese BetrachtDDgen wäre das arithmetische MiUel oicbt 
nur als die einfachste, sondern auch als die plausibelste unter allen mög- 
lichen Mittelgröfsen dargestellt. Weiter wird man indessen nicht gehen dür- 
fen, wenn man nicht die Bemerkung II. 2. als entscheidend betrachten wilL 
Wenn Encke auf den Grund der eben erwähnten Bedingungen für die 
Gröfse X aus der dafür aufgestellten Function y; mit Nothwendigkeit nur 
eben das arithmetische Mittel herausbringt, so durfte dies Vielleicht nicht 
begründet sein. Und zwar wurde die schwache Stelle da liegen, wo nach 
Aufstellung der Gleichungen 

die Summe « = ^-|-i-j-c eiugeföhrt wird. Man könnte nemlich mit dem- 
selben Recht auch irgend eine andere symmetrische und homogene Function 
der Gröfsen a, b, c anwenden, um damit aus den obigen Functionen^ je 
eine derselben zu eliminireu, und dann die äbrigen Schlüsse Encke's a,u( 
dieselbe Weise folgen lassen. Setzt man z« B. 

s = a"" -f **" + ^""^ 
woraus „ 

c = y(* — ä"* — ft") u. s. w« , mithin 
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X = V(i(«+*)» y(*-a'" — 6"^)) = f{s,a,h) u. s. w. 
folgt (und wobei' das Functiouszeicben geändert worden ist, weil x nicht 

dieselbe Function tou s, a, b sein kann, wie von i(a-f i) und y(^— a"*— 6"*)) : 
60 kann mau ebenso zu schliefsen fortfahren, nemlich: Da x eine symme- 
trische Function von a, b, c sein soll, s aber bereits eine solche ist, so 
müssen a und b aus f(s, a, b) herausfallen und es mu(s 

X = fs =z /-(ö^-fÄ^+C^) 

sein. Da ferner x = a sein mufs, wenn a=^b = c, so mufs/* eine Func- 
tion von der Art sein , dafs /(a a*") == a ist. Das Zeichen / bedeutet also 
Division mit 3 und Ausziehung der mten Wurzel, d. h. es ist 

X = 7(i(fl'"+ft-+o). 

Eben hiemit reducirt sich aber das Ganze auf die Aufstellung jener mehr- 
erwähnten Grundbedingung: denn dadurch, dafs man für s die gehörige 
symmetrische homogene Function von a, b, c annimmt, ergiebt sich für x 
jede beliebige lineare symmetrische Function derselben Gröfsen, die sich 
für a = 6 = c auf a reducirt, d. h. namentlich irgend eine der in den oben 
aufgestellten Formen enthalteneu Functionen. 
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$. 6. 

Zar Theorie des mitllereD Fehlers. 



Diese Theorie zeigt, dafs in der Praxis wobl auch andere Miüel- 
gröfsen in Betracht koinmeo können, als das aritbmeti/sche Mittel; denn 
wenn einerseits B$ssel gezeigt bat, dafs, unter Voraussetzung des Princips 
der kleinsten Quadratensumnie der Pehler, die vortheilhafteste Mittelgröfse 
derselben die Quadratwurzel aus dem aritbmetiscben Mittel ihrer Quadrate (das 
arithmetische Mittel zweiter Ordnung) sei, obwohl die einfachste, d, h. ihr 
arithmetisches Mittel^ abgesehen von den Zeichen, nicht sehr davon abweiche, 
und daher meistens dafür gebraucht werden könne: so bat andrerseits Gaufs 
gezeigt, dafs, unter Voraussetzung des aritbmetiscben Mittels zweiler Ord- 
nung, als Princips des mittleren Fehlers, die Methode der kleinsten Quadrate 
die vortheilhafteste Combiuation der Beobachtungen darbiete. Es liegt au- 
fser meinem Zweck, auf das Ganze dieser Uutersucbuugen einzugehen: 
aber über einen mit dem Hauptzweck dieser Abhandlung zusammenhan- 
genden Punct ist JBiniges zu bemerken: darüber nämlich, in wiefern das 
Quadrat des mittleren Fehlers, oder zunächst das arithmetische Mittel der 
Fehlerquadrate, vorgestellt werde durch das Integral 

dx.x^ffx = /t'; 

—00 

was Gaufs als Princip hingestellt, Encke aber von jener nicht passenden 
Voraussetzung aus erläutert hat. Ueberhaupt ist mir noch keine geuOgende 
Deduction des Begriffs des mittleren Fehlers zu Gesicht gekommen : sei. es 
dafs man, mit Gaufs ^ das arithmetische Mittel zweiter Ordnung, oder, wie 
in der Theoria Canibinationis bemerkt wird, mit Laplace das arithmetische 
Mittel der Fehler selbst, abgesehen vom Zeichen, dafür erklärt. Kaum ist 
übrigens zu bemerken oöthig, dafs der mittlere Fehler hier in anderem Sinne 
genommen wird, als in $• 3., und dafs es hier um den mittleren absoluten 
Betrag der Feblergröfse sich bandelt. 

1. Wenn es auf das Mittel von Gröfsen ankommt, denen nicht 
gleiche Bedeutung und gleiches Gewicht, zum Resultat beizutragen, zu- 
kommen kann, so seien pu p2 u. s. w. Zahlen, welche sich wie die Ge- 
wichte der Gröfsen ii| , Oz u. s. w. verhalten. Alsdann ist das arithmetische 
Mittel derselben, wenn ihre Anzahl n, nicht mehr 

fi = —Sa, 

Cntie'« Jonnwl f. d. M. Bd. XXVI. Heft 4. 47 
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soodero 

f^ — 2p ' 

welcher Ausdruck auf den vorigen sieb reducirt, wenn die Gröfsen p ein- 
ander gleich werden. Denn da diese ihre Verhältnisse bebalten, wenn 
man sie mit einerlei Zahl nmltiplicirt, so kann man sie (wenigstens mit 
beliebiger Annäherung bei irrationalen Verhältnissen) auf ganze Zahlen 
reducirt sich vorstellen, und dann gilt der vorliegende Fall dengenigen gleich, 
wo man lauter Gröfsen von einerlei Gewfcht hat, nämlich pi Gröfsen 
gleich üi j P2 Gröfsen gleich 02 u. s. w. Das arithmetische Mittel ist aber 
offenbar von jenem gemeinschaftlichen Factor unabhängig, und /i behält 
denselben Werth, wenn auch ein unendlich grofser Factor erforderlich sein 
sollte, um die Verhältnifszahlen der Gewichte in Anzahlen zu verwandeln. 
Man kann fOglich die Producte pa die Momente der Gröfsen a in Be^ 
Ziehung auf ihren mittleren Werth nennen, und sagen, daCs dieser der 
Quotient der Snmme der Momente durch die Summe der Gewichte sei; 
auch wird man endlich hier ein Mittel ntter Ordnung bilden, wenn man 
statt der Gröfsen a ihre tuten Potenzen gebraucht und aus dem einfachen 
arithmetischen Mittel fi^ derselben, 

die mte Vl^urzel zieht, wobei das Product pa"^ Moment der Grölse a ia 
inter Ordnung heifsen kann. 

%. Solche Grölsen von verschiedenem Gewicht^ in Beaiebang auf 
ihren mittleren Vl^erth, sind die B^obachtungsfehler von versobiadeaer Grölse, 
und die Verhältnifszahlen ihrer Gewichte sind eben die ihrer relativen 
Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit, d% b. ihre Vl^ahrscbeinlichkeitscoeffioiea- 
ten ; weshalb auch das Product eines Fehlers, ohne Röckaicht auf das Zei- 
chen, in seinen Wahrscheinlicbkeitscoeflficienten, sein Moment (in Beziehung 
auf den mittleren Fehlerwerth) , and allgemein das Product seiner mten 
Potenz (immer abgesehen vom Zeichen) in dieselbe Gröfse, das Moment des 
Fehlers in futer Ordnung heifeen kann. Ueberdies ist in $.3. IV. direct 
nachgewiesen worden, wie in diesem besonderu Fall, entsprechend dem 
allgemein in No. 1. erörterten, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers mit der 
Anzahl seines Vorkommens in einer hinreichend gröfsen Menge von Beob- 
achtungen zusammenhängt. Es ist daher bei einer bestimmten Anzahl iV 
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von Beobachtangsfehlero Xi^ x^ u.«. w., das Mittel ^^ ihrer mteo Potenzen 

und man. darf blofs Zfifaler und Nenner dieses Ausdrucks mit Ki multipli- 
ciren» so drflckt ($.3. IV.) Ni^x die Anzahl aus, wie oft jeder Fehlern 
vorkommt) mithin der Nenner die Anzahl, der Zähler die Summe aller con- 
currirenden, nunmehr gleichgewrchtigen GrOftien; wie in No. 1. Hieraufist 

^ßi^ das arithmetische Mittel mter Ordnung, welches, sei es ffir m = 2, 
oder fär 111 = 1, den mittleren Fehler fi selbst vorstellen soll. 

3. Handelt es sich jetzt um das Mittel aller möglichen Fehler zwi- 
schen den GrSnzen x und x-l-Jx^ wie sich dieselben bei wachsender 
Menge von Beobachtungen immer mehr verwirklicht finden; so wird man 
das Intervall Jx in n gleiche Intervalle i von constantem Wahrschein- 
lichkeitscoöfficienten theilen, um entweder die empirische Discretheit der 
Fehler im Sinne von 8« 8« H* festzuhalten, oder nach der Methode von 
8* 2. durch Verschwindenlassen vou t zum Stetigen aberzugeben. Man bat 
alsdann in 

die Summen von il==0 bis l = n — 1 ausgedehnt; mithin erhält man, wenn 
man Zihler und Nenner dieses Ausdrucks mit i multiplicirt und dann zu den 
Integralen flbergeht, wie S. €• (was nach der ersten der vorhin erwähnten 
Beirachtungsweise als eine Annäherung von Seiten der Anafysis (S. 3. ff.) 
zu betrachten wäre): 



/ 






dsm^x 

4. Handelt es sieb endlich um den mittleren Fehler zwischen den 
absoluten Fehlergränzen ±yy so reducirt sich das Integral im Nenner des 
letzten Ausdrucks auf die Binbeit, und man bat far das Mittel der mten 
ßdtönzen den Aosdruck 

fi^ t=^y^dx.m^.q>Xj 

oder, sofern man nach S- 3. I. diese Gränzen mit ±qo vertauschen dari^ 

fjir^ c= j ix.af^^x = 2ß dx.s^ipxf 

"* 47* 



360 22. Reuschlcj über die Methode der kleinsten Quadraiei 

d. h. es ist gleich der Totalsumme der FeblermomeDte niter Ordüung, welche 
aDiiäherud durch dieses Integral ausgedrückt werden kann. 

m 

5. Der hierdurch bestiuinile Werlh y'fi^ des mittleren Fehlers, (in- 
dem, um allgemein zu sprechen, die Wahl des m zunächst unentschieden 
gelassen wird,) druckt nun den mittleren Betrag der auf dem betreffenden 
Beobachtungsgebiet überhaupt zu beförchtendeii Fehler ans (error mettius 
fnetuendus), und giebt daher einen Maafsst ab zur Beurtheilnng der Genauig- 
keit der Beobachtungen und der dadurch ermilteltea Elemente. Man. kann 
ihn auch den mittleren Fehler a priori nennen; als den mittlem Fehler 
unter allen möglichen, die in den betreffenden Beobachtungen gesetzmäfsig 
vorkommen können: im Gegensatz zu dem mittlem Fehler a posteriori^ 
d. b. dem Mittel der in einer gegebenen Anzahl von Beobachtungen wirklich 

vorgekommenen Fehler, auszudrucken diirch yilfm» wobei in Analogie mit /t^» 

und 2V die Anzahl der Beobachtungen ist, aus denen man nach dem Princip 
der kleinsten Quadrate (oder einem andern, wenn man will,) die wahr- 
scheinlichsten Werthe der Elemente berechnet hat; und hieraus die, in der 
Voraussetzung, dafs dies die wahren Werthe seien, wirklich begangenen 
Fehler x^ X2 u. s.w. Obwohl nun die so bestimmte Gröfse nicht nur 
deshalb vom wahren mittleren Fehler verschieden ausfallen mofs, weil die 
berechneten Werthe von x nicht die reinen Beobachtungsfehler sind, sondera 
auch deshalb, weil nicht alle möglichen Fehler nach dem Gesetz ihrer re- 
lativen Häufigkeit darin vorkommen: so findet doch, je gröfser die Menge 
der Beobachtungen, um so mehr nicht nur Letzteres statte sondern um so 
reiner treten auch die Fehler der einzelnen Beobachtungen hervor, indem 
sich die wahrscheinlichen Werthe der Elemente um so mehr den wahren 
n&hern desto mehr wird also der mittlere Fehler a posteriori mit dem 
mittleren Fehler a priori coincidiren, uid es ist daher das aus einer eini- 
germafsen beträchtlichen Anzahl guter Beobachtungen ermittelte aposterio- 
rische Mittel jedenfalls ein Näherungswerth für das apriorische, welches 
seinerseits dem Grade der Präcision als umgekehrt proportional gelten darf. 
Da endlich Letzteres, oder obiges Integral, nicht berechnet werden kann, 
ohne dafs nicht nur die Form der Function ipx, sondern auch ihre Coa- 
stante bekannt ist, diese aber eben erst aus den Beobachtungen zu ermitteln 

m 

ist, so kann hiezo eben die Grölse ilä^ dienen. Dies fahrt noch 
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8. 7. 

Zu einigen Bemerknng^n über die Constaute der Fanction (px. 

Es handelt sich iodesseu dabei Dor mehr um eine Zusammenstellung 
der hierher gehörigen Sätze, als um eine weitere Ausführung. Es sei 
speciell 

also 

was aber freilich nicht zur Bestimmung von A dienen kaun^ da ^Ü ebenso 
anbekannt ist wie A. Es ist dann ferner die Wahrscheinlichkeit, dafs ein 
Fehlerzwischen den Gränzen ±a liege, indem überdies t=zhx gesetzt wird) 

desgleichen diejenige w\ dafs bei einem andern Systeme von Beobachtun- 
gen, welches durch die Constante h* cbaracterbirt wird, ein Fehler zwi- 
schen den Ch^änzen ±a* liege, 

w' = j^J dt.er'\ 

1. Dafs nun überhaupt die Constante der Function <px den Ge- 
nauigkeitsgrad in dem durch sie characterisirten System von Beobachtungen 
bezeichnet, erbellet durch Yergleichung gleich wahrscheinlicher Fehler in 
beiden Systemen: denn setzt man u)=^w\ so folgt ah^=^a!h'f d.h. die 
Constanten h sind umgekehrt proportional den Intervallen a zu beiden Sei- 
ten der Null, denen einerlei Wahrscheinlichkeit, den Fehler eines Beob- 
achtungsresultat zu erhalten, zukommt. Je kleiner aber dieses Intervall, 
d. h. je näher bei gleicher 'Wahrscheinlichkeit der Fehler dem Null werth 
liegt: desto genauer sind die betreffenden Beobachtungen. Die Constante 
der Function fpx \»i mithin dem Grade der Präcision direct proportional, 
wenn jenes Intervall, wozu man berechtigt ist, als demselben umgekehrt 
proportional gesetzt wird. 

2. Aufser dem Werth tr = 1 ist der Werth ir = ^ von besonde- 
rem Belang, indem der zugehdrige Werth r von a, der deshalb von Gaufa 
den besonderen Namen des wahrscheinlichen Fehlers erbalten bat, das 
Feld der Wahrscheinlichkeit auf der Seite der positiven wie der negativen 
Fehler halbirt, so daCs ein Fehler innerhalb der Gränzen ±r gleich wahr- 
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flcheinlich ist mit einem aufseriialb derselben. Heifst daher der zogebörige 
Wertb von t, dem w=^^ entspricht» ^, der (wie r) eine rein analytische 
Zahl ist (9=: 0,4769 ..«Of so ist (> = rA, mitbin die Constante h dem 
wahrscheinlichen Fehler umgekehrt proportional, nnd dieser dem Grade der 
Pracision: eine Betrachtung, welche su der in No. 1« wie ein besonderer 
Fall sich verhält, indem mit t#7 = u^'s=^ auch 

p = rÄ = r'h' gegeben ist. 

3. Was jetzt die Relation zwischen A und fi^ betrifft, welche GröCse 
bereits in $• 6. mit dem Grade der Pracision in Beziehung gesetzt wurde, 
so erbftit man för den nunmehrigen speciellen Wertb you ^ x^ je nachdem 
m gerade oder ungerade ist, »is==21 oder m^^2l'\'X^ nemlicb 

1.3.ö....(2A— 1) ,^ 1.2.3....;i 

Ihx = Wk^ ^^^ f^^' ~ h^f^^n > 

mithin ist, welche in der Form )/^ enthaltene MittelgrölaB tasn aocb för 
den mittleren Fehler erkUren mag» dieser, wie der wahrscheinliche Fehler 
in No. 8. , der Constante h umgekehrt proportional, und insbesondere ist, je 
nachdem man /ii oder ]//t, für den mittleren Fehler ^ erklart, entweder 

1 i 

fi=zj-—j oder /i=jr^. Accentuirt man daher zur Unterscheidung 

ersten dieser Werthe und vergleicht damit den Ausdruck des wabrscbeiii- 
liclien Fehlers, so hat man folgeude Werthe von h: 

4. Ist nun allgemein 



das arithmetische Ifittel der tuten Potenzen von N wirklichen, nach dem 
Princip der kleinsten Quadrate berechneten Beobachtungsfehlem, also die 
dem /In, entsprechende empirische Grölse, und entsprechen eben so M, M^ 
den Ausdrticken /o, fi^y so dafs 

ist, in welch-* letzterem die w abgesehen vom Zeichen zu nehmen sind: so 
hat man nach den Belationen zwischen A einerseits und ju, fi' ondererseit«, 
indem JET und H^ die zu M und M* gehörigen Werthe vorstellen , die man 
nämlich nicht als gleich . annehmen darf: 
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und H' 



Der erste dieser Ausdrucke macht nun allerdings die GröAje JP (S* 4»)» 
nachdem darin die kleinste Quadrateusumme Aßv Fehler 'Ex'^ = NM\ als 
eine nunmehr gegebene constanle Gröfse, scibstituirt worden ist, d. ii» 

zu einem Maximum in Beziehung auf h^ dessen Werth 

p = (iify(2^^r^ 

wäre; und vielleicht kann auch dieser Umstand zu einer Empfehlung von 

jlf gegenüber andern in -^M^ enthaltenen MitielgröCsen dienen: allein um- 
gekehrt, mit Encke, dieses Maximum ats Princip ßlr die Bestimmung der 
Constante A durch den mittleren Fehler M zu gebrauchen, scheint mir nicht 
ganz unbedenklich: theils weil die Forderung dieses Maximums überhaupt 
nicht zwingend moUvirt sein durfte, zumal da man dann erwarten durfte, 
sogleich bei Aufstellung des Princips in $• 4. die Constante der Function 
<fx mit zu den unabhängigen Yeräuderiichen gezählt zu sehen, in Beftug 
auf welche die Function P ein Maximum sein soll: theils weil, wenn man 
M* tür den mittleren Fehler erklärt, die Schlüsse von Encke gleich an- 
wendbar wären und als Werth von h durch die Maximumsbedingung, 



geben wflrden. 
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Anm. Dies wären die Puncto der behandelten Theorie, in welchen 
ich Dieses oder Jenes berichtigt, erläutert oder beigefügt zu haben glaube* 
Ich schliefse mit einer historischen Bemerkung Ober die mir, erst nachdem- 
ich Vorstehendes niedergeschrieben, zugekommene Abhandlung des ver- 
storbenen Hauber über die „Theorie der mittleren Werthe"' in der Baum- 
gärtner- Ettingshausenscheu Zeitschrift, wo diese Theorie nicht blofs in 
Betreff der Beobachtnogsfehler, sondern allgemein durchgeführt ist; alle 
Fälle stetiger Gröfsen mit ihren Wahrscheinlichkeiten umfassend. Diese 
Abhandlung gehört zu denjenigen, welche in Bezug auf unsern Gegenstand 
den in der Einleitung besprochenen Grund -Irrthum vermeiden; und hat 
folgende Deduction der Differentialfunction (px.dx, die mit der obigen 
(S. 8.) zu vergleichen ich dem Leser überlasse. Nachdem bemerkt worden 
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iflft, dafff die WahrscbeiDlichkeit irgend eines specielien Werlbs der oube- 
stimmten Gröfse x unendlich klein, diejenige aber, dafis er zwischen die 
Gränzen a und w der möglichen Werthe falle, der Einheit gleich sei, wird 
die Wahrscheinlichkeit, dafs der Werth zwischen a und x falle, wo x irgend 
ein Werlh zwischen a und w ist, als eine Gröfse W<ii aufgestellt, und 
dann die, dafs er zwischen a und x* falle, wo x' zwischen x und tv liegt, 
mit W bezeichnet; woraus folgt, dafs diejenige, dafs er zwischen x und x^ 
liege, W — W=JfV sei; welche Differenz, wenn dieGränzen x und x' 
unendlich nahe zusammen rocken, oder wenn x' in X'\'dx übergeht, zum 
Differential d W wird. Hier sei W eine Function von x, die verschwinde 
für x = ay auf die Einheit sich reducire för x=^u)y und für alleZwischen- 

werthe von x ihre Werthe zwischen und 1 habe. Da nun im Allge- 

dW 
meinen (so wird nun die Function tpx eingeführt) auch ^ — eine Function 

von X sein werde, so sei, indem man sie tpx nenne, dW^=(px.dx. Läfst 
sich gleich hiegegen nichts einwenden, so möchte doch andererseits die De- 
finition des mittlem Wertbs, die an der Spitze der Abhandlung steht, ver- 
fehlt sein, wenn darunter die Summe der einzelnen Werthe, multiplicirt mit 
ihren respectiven Wahrscheinlichkeiten, verstanden wird. Vielmehr ist, ge- 
mäfs S. 6«, wenn diese Gröfse Summe der Momente heifst, diese Summe, 
dividirt durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten, der allgemeine Ausdruck 
des mittlem Wertbs. Dieser Quotient reducirt sich aber immer auf die Summe 
der Momente, wenn alle möglichen Werthe von x concurriren, indem dann 
die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf die Einheit sich reducirt, als Aus- 
druck der Gewifsheit: ein Fall welcher übrigens von Hauier allein ge- 
braucht wird. 

Stuttgart im April 1843. 
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23. 

Ueber eine Methode den Grad einer durch filimina- 
tion hervorgehenden Gleichung zu flnden. 

(Von Hrn. Dr. L. J. Magnus.) 



JCiB ist bekannt, dafs, wenn man zwischen zwei Gleichungen, welche in 
Beziehung auf zwei darin enthaltene Gröfsen x^ y respeotive vom Grade 
h nnd k sind, eine dieser Gröfsen, etwa y, eliminirt, die Finalgleiohung in 
(c auf^s höchste vom Grade ^A: ist; dafs diese Endgleichung aber auch 
von ^nem niedrigeren Grade sein kann. Im Stten Bande S. 178 dieses 
Journals befindet sich eine Abhandlung, in welcher eine Methode angege- 
ben ist, die dazu dienen soll, den Grad der Finalgleichung auf eine ein^ 
lache Weise zu finden. Diese Methode besteht in Folgendem. 
Es seien 

1- r(^> y) = 4i3r+^ir^*+-4«r"^+..-.+^^iy-f >*«. = o, 

die beiden Gleichungen, in welchen A und B mit den angehängten Zeigern 
ganze Polynome in x bedeuten« Alsdann ist 

3. yf(x) = B;,f(x, yt).f(x, y,) ....f(x, y„) = 0, 
^0 yt9 0^19 •••• 7*11 die Wurzeln der Gleichung (2.) bezeichnen, die Final* 
gleicbong der ESIimination, und, nach der in der genannten Abhandlung an- 
gegebenen Methode, soll man den Grad dieser Gleichung folgendermaben 
finden können. Man suche die ersten Glieder ^^x^^^ CfX^\ .... c^x^» 
degenigen Reihen auf, welche die Wurzeln yi^ yu •••• Tn nncK fallenden 
Potenzen von :r darstellen, substituire diese ersten Glieder für ^i, yi, ..../^ 
in fix, yj^j f(x, y^J, .... f(Xjy„)^ bestimme hierauf in einer jeden der 
Functionen f{x, ^,a?*')» fi^j c^x^*)^ ... /"(jf, c^x^'^) den höchsten E}xpo* 
nenten von x, oder, was dasselbe sein soll^ den Grad dieser Functionen^ 
wek^e mit A:,, A,, .... A:„, so wie der Grad von B^ mit 6, bezeichnet wer- 
den mögen: alsdann ist 

der Grad der Finalgleichung ^(jd)«=: 0. 

Crelle'0 Journal f. d. M. Bd.XXVL Heft 4. 4S 
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In der genannten Abbandlaug wird zuerst bewiesen , daCsi 

die Finalgleichong sei, wenn darin statt yiy y^j •••• y» die voUstän-- 
digen Wurzeln der Gl^Icbang (f.) sind Dann heifst es in jener Ab- 
handlung weiter: ^^Entwickelt man die Wurzeln y^y y^f •... y^ der Glei* 
^cbung (2.) nach fallenden Potenzen von x, und setzt die erhaltenen Bei- 
9,hen statt jener in den yorstehenden Ausdruek, so werden alle gebrochen 
9, neu und negativen Potenzen von x sich gegenseitig aufheben, und da^ 
„Polynom y/(x) wird unverändert , wie vorhin, hervorgehen. Da nur der 
,,Grad von y^(x) verlangt wird, so setze man statt jener Reihen nur ihre 
„ersten Glieder, welche CiX^% ^2^*9 ••••c^x^'^ sein mögen." Der Beweis 
dafs diese zuletzt angegebene Substitution der Functionen f{x,y^y f{x, y,), ••• 
••• f{Xf y^y und somit auch der Function V^(dr), denselben Grad geben 
werde, als die Substitution der vollständigen Reihen, worauf es doch haupt- 
sächlich ankommt: dieser Beweis ist in der Abhandlung nicht geführt; er 
kann auch nicht gefiihrt werden, da sich die Sache nicht immer so verhält; 
woher es denn kommt, daCs die in Rede stehende Methode zuweilen das 
verlangte Resultat nicht giebt Wir wollen dies an einem Beispiele zeigen. 
Es seien 
6- A^9 y) =y'— (7a?— 7)y^+(Ua?^— 3(W+7)y— Sar'+aOar^-f 13a:— 15=0, 

6. 9(a?,y) = y^— (6a?— 4)y+8a?^ — 12a?+5 = 

die gegebenen Gleichungen. Hier findet man aus (6.) e^ x^* s= 2a?, C2X^^=^ 4r, 
und, wenn man diese Ausdrdcke 2a? und ix nacheinander für y in (5.) 

setzt, respective 

— 12a?*+27a?— 15 und i2a:'+4la?— 15; 
also Polynome zweiten Grades, und demnach A| = A, = 2. Setzt man aber 
die Wurzeln der Gleichung (6.), nämlich 

yl = 3x — 2 — y\x^ — lh yi = 3ar — 2-f }/(a?^— 1) 
für y in (5.), so kommt 

7. —ix^+t6x—10—{ix^lO)yix''^i) und — 4a:'+16a?— 10+(4a?-10V(a?^-l). 
Wenn man diese beiden Ausdräcke in Reihen nach fallenden Potenzen von 
X entwickelte, so wärde das erste Glied der ersten Reihe vom Sten, das 
erste Glied der zweiten Reihe aber vom Isten Grade sein. Man mufste 
also nicht, wie die in Rede stehende Methode vorschreibt, Ar| = A:2==2, 
sondern A:i = 2 und Ah2=l nehmen. Nun findet man, da jBo=19 ^=^0 
ist, aus (4.), wenn man *i = *2 = 2 nimmt, y = 4> und wenn man *i — 2, 
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k2 = 1 setzt, ^ = 3. Die aogeführtö Methode giebt also für den Grad der 
FioalgleicbaDg die Zahl 4, während »ie nur die Zahl 3 geben sollte. In 
der That ergiebt sich, mau mag die Elimination von y zwischen (5*) und 
((i.) auf welche Weise man wolle ausfuhren, 

12a?'— 63x^ f 100a? — 50 = 
für die Endgleichuug dieser Elimination, welche, wie man sieht, vom 3ten 
Grade ist; auch glebt die Multiplication der beiden Adsdräcke (7.) den er- 
sten Theil dieser Gleichung; wie es naturlich sein mnfs. 

Wir hätten statt der numerischeu Gleichungen (5.) und (6.) eben 
sowohl ein Beispiel in literalen Gleichungen geben können, bei welchen 
die mehrerwähnte Methode den Grad der Endgleichung zu hoch angiebt ; 
wie wir denn wirklich diese Gleichungen (5.) und (6.) aus zwei solchen 
literalen Gleichungen, die wir nun, der nicht unbedeutenden Complicalion 
der Buchstaben -Ausdrficke wegen, nicht abdrucken lassen wollen, durch 
willkürliche Zahlen -Annahme far die darin enthaltenen Buchstaben gebil- 
det haben. 

Die Methode lie(se sich vielleicht durch eine Modification des Ver- 
fahrens vervollkommnen; doch, wie wir furchten, wahrscheinlich nur auf 
Kosten der Einfachheit; was wir indessen billigerweise dem Erfinder der 
Methode in Rede Qberlassen. 
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Anzeige« 



Der Briefwechsel zwiichen JBiifer, GMbai^, Dan. BermmlU, NU. Fufs etc., de^^ Herautgab« 
der Herr Staatsrath FVi/f » der verdiente Sohn des Letztgenannten, übemomnien hatte, und von 
welchem auch in diesem Journal ankündigend die Rede war, bt nunmehr in diesem Jahre er- 
schieDen. Diese schone Sammbing heßarf zwar wariich hier keiner Anzeige, allein das Jonmal 
hält es, auch seinerseits diese wichtige Schrift anzuzeigen, für Pflicht. 

Die Sammlung füllt zwei starke OctaT- Bände, zusammen Ton etwa 96 Bogen TortrefT* 
lieh gedrucktem Text, mit S Figurentafeln , 8 Facsimiles der Handschriften der berühmten Ver- 
fasser der Briefe, und den Bildnissen von Etiler und Dan. BeraovUt in schonen Stahlstichen. 
Der Titel des Buchs ist 

Correspondofhce mathdmaiique et phyaique de quelqises cdUhrea giomiire9 du 
XVIII^^ stiele, prec^die d*une noiice sitr les travaux de Leonard Euler, 
tont hnprimds qnHn^dHs, et publice sous les auspices de Pacadenüe imp. des 
scienets de St. Petersbourg par P. H. Fufs, conseitter d*tftat aoiuel de S. M. 
tEmpir^ur de toutes les Russies etc* St* Petersbofirg i84S. 
In Deutschland ist das Buch in allen Buchhandlungen "zu haben. 

Den ersten Band eröffnet eine interessante Vorrede des Herrn Herausgebers, Nachrichten 
von den BemoM%Sf von QMhai^ etc. enthaltend. Darauf folgen Nachrichten von dem Leben und 
den Arbeiten LMnh. EsUrs: sodann ein to lange gewünschtes systematisches Verzeichnirs seiner 
Werke; auch der noch nicht herausg^ebenen. Die Zahl derselben steigt auf nicht weniger als 
756. Hierauf füllt den ganzen ersten Band die Correspondenz zwischen JBuIer und GMhadk, 
Etwa die H&lfte der 177 Briefe ist von £iiW. Der Inhalt dieser Briefe erstreckt sich über alle 
Theile der reinen Mathematik, so wie auch über mancherlei Anwendungen derselben, und aof 
phjsicalische Gegenstände. Sehr Vieles findet sich darin auch über die Theorie der Zahlen, 
und es scheint, JStiler sei auf seine Untersuchungen und Elntdeckungen in diesem schönen Theile 
der Mathematik «och mit durch Croldbach gefuhrt worden. 

Der zweite Band enthält die Correspondenz zwischen h. EvXsTy den BsmuniXl^Sy Fufs u>id 
Ooldbttoh. Zuerst finden sich 14 Briefe von J. BemouUi, dem Vater, an lg, JEtilsr; darauf 17 
zwischen Nie. BemoulU und Ooldbach gewechselte Briefe; dann 71 Briefe zwischen Dan, 
BsmoifRi und Goldbach; dann 58 Briefe von Dan. BsmouUi an Evlsr; hierauf 5 Briefe von 
Dam. BemottlU an Nie. Fufs, nnd dann 6 Briefe von Nie. BemouUi an Etiler; vrieder über alle 
Theile der Mathematik und über Phjsicalisches sich erstreckend. 

Einen Auszug aus diesen Schätzen auch nur andeutungsweise zu geben, ist nicht mög- 
lich, aber, um etwa zum Lesen der Sammlung anregen zu helfen, auch nicht nöthig: denn, wie 
reich an Inhalt d^r Briefwechsel solcher Heroen der Mathematik sein müsse, läfst sich denken. 
Besonders interessant vrird es für jeden Mathematiker sein, aus diesen Briefen lu sehen , wie 
die grofsen Entdeckungen, mit welchen die Geometer des vorigen Jahrhunderts ihre Wissen* 
Schaft bereicherten, alimülig sich entwickelten ; und gar Vieles ist aus diesen Briefen zu lernen. 

Der Herr Staatsrath Fufs hat durch die Herausgabe dieser Sammlung seinen schon so 
wesentlichen Verdiensten um die Wissenschaften in der That ein neues Verdienst hinzugefügt, 
und die Mathematiker werden, was ihnen hier dargeboten wird, gewifs mit Dank aufnehmen. 

Möchte doch auch die Hoffnung auf eine Gesammt- Ausgabe der Werke des grofsen Bukrs 
in Erfüllung gehen! Der seltene Mann lehrt Neues noch jetzt, 60 Jahre nach seinem Tode! 
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